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i5ei der Abfassung meiner ^Elemente der Zahlentheorie^, die 
1887 im Verlage von B. G. Teubner in Leipzig erschienen sind, 
hatte ich mir die Aufgabe gestellt, Studierende der Mathematik 
auf moglichst einfache Weise in den Gegenstand einzufiihren und 
mit ihnen so weit wie die Anfangsvorlesungen zu gehen, die auf 
den Universitaten iiber den Gegenstand gehalten warden. Meine 
„Eleniente" behandeln deshalb noch die biuaren quadratischen 
Formen und die auf der Theorie dieser Formen beruhende ganz- 
zahlige Auflosung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades mit 
zwei Unbekannten. Das vorliegende Buch geht nicht so weit, 
auch setzt es einen anderen Leserkreis voraus. Es wendet sich 
nicht gerade an Studierende der Mathematik, sondern soil Ge- 
bildete aller Stande, die Interesse fiir die Zahlenlehre haben, 
mit den wichtigsten Satzen und Methoden derselben vertraut 
machen, soweit sie sich mittels der Elementar- Mathematik, wie 
sie unsere Gymnasien und Realschulen iibermitteln , begriinden 
lassen. Die Biicksicht auf diesen Zweck mufste die Auswahl des 
StoflFes und die Art der Darstellung beeinflussen. Ob ich nach 
diesen beiden Richtungen hin das Bichtige getroffen habe, mufs 
ich dem Urteil der Sachverstandigen iiberlassen. 

Was die Auswahl des StoflFes betriflft, so bemerke ich noch 
Folgendes: Wer einem bestimmten Ziele zustrebt, das er mog- 
lichst schnell erreichen will, um sodann zu einem. weiter ent- 
femten Punkte hinzueilen, wird manches iibergehen oder nur kurz 
beriihren konnen, bei dem ein anderer, dem iiberhaupt kaum 
daran gelegen ist, wie weit er komme, sondern der — unbekiimmert 
um ein Endziel — sich aus Freude an derSache mit einer Wissen- 
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schaft beschaftigen will, langer und behaglicher verweilen kann. 
So erklart es sich, dafs ich jetzt einige Punkte eingehend be- 
handelt habe, denen ich in meinem friiheren Werke nur ivenige 
Zeilen widmen konnte. Dahin gehort u. a. die Theorie der „voll- 
kommenen Zahlen". Der Gegenstand ist freilich veraltet; aber 
er hat mehr als 2000 Jahre die grofsten Denker beschaftigt ; 
noch Fermat, der. Begriinder der modernen Zahlenlehre, hat 
ihn sorgfaltiger Untersuchungen nicht fiir unwert gehalten, und 
deshalb schien es mir nicht uberfliissig, das Wichtigste, was dar- 
Uber ermittelt worden ist, zusammenzustellen. 

Dem immer mehr steigendeii Interesse fiir die Geschichte 
der Mathematik habe ich auf verschiedene Arten Rechnung zu 
tragen gesucht : Ich habe einige der mathematischeh Klassiker — 
so Euklid, Euler, Lagrange, Legendre, Gaufs — hin und 
wieder selbst reden lassen, ohne dafs dadurch — wie ich hoffe — 
die Einheitlichkeit der Darstellung gelitten hat. Ferner habe 
ich vielfjach auch die Quellen angegeben, aus denen ich geschopft 
habe und zwar — soweit es mir hier^) moglich war — die 
Originalschriften selbst, nicht Darstellungen, deren Verfasser haufig 
nur mehr oder wenigisr unzuverlassige Berichte benutzen konnten. 
Es ist namlich gar nicht selten, dafs eine Angabe ungepriift von 
einem Buch in ein anderes iibergeht, weil die Quelle, aus welcher 
der erste Verbreiter sie entnommen hat, nicht angegeben, eine 
Priifung also erschwert, wenn nicht unmoglich gemacht ist. Auf 
diese Weise werden leicht Irrtiimer so weit verbreitet, dafs jeder 
sie fiir Wahrheiten halt und es schwer ist, sie auszurotten. Ich 
habe mich bemiiht, durch korrekte Citate diesem Ubelstande 
vorzubeugen. Endlich sind noch zur Forderung des historischen 
Sinnes die Aufgaben, die ich zur Einiibung der Satze und 
Methoden gebe, wo es nur immer anging, aus mathematischen 
Klassikern entnommen, u. & audi aus der Arithmetik des noch 
immer nicht geniigend bekannten Diophant, dessen Studium, 
obwohl seine Losungen nicht allgemein sind, jedem, der Mufse 
hat sich mit ihm zu beschaftigen, einen hohen Genufs bereiten 
wird. 

*) In der reichen Stadt Frankfurt a. M. gibt es zur Zeit keine offent- 
"liclie Bibliothek, welche mathematische Biicber kauft. 
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Die Tabellen des Anhangs konnten zwar aus Riicksicht auf 
den verfiigbaren Raum nur eine geringe Ausdehnung erhalten, 
sie werden aber bei der LosuDg von tjbungsaufgaben nicht un- 
willkommen sein. Es war meine Absicht gewesen, fiir jede Prim- 
zahl unter 10 000 die kleinste primitive Wurzel zu berechnen; 
mein Gesundheitszustand hat mir jedoch einen Strich durch die 
Rechnung gemacht. Die Bezeichnung der Primzahlen, fiir welcbe 
10 eine primitive Wurzel ist, ist nach Kefslers Tabelle erfolgt 

Die Beschrankung der Indizestafeln auf die Zahlen unter 
100 hat eine bequemere Anordnung gestattet, als bei einer grofse- 
ren Ausdehnung moglich gewesen ware, tjbrigens sind in die- 
selben auch die zusammeogesetzten Moduin aufgenommen, welche 
die Anwendung von Indizes zulassen. 

Die scbone graphische Darstellung des Reziprozitatssatzes 
fiir die Primzahlen unter 100 habe ich einer Arbeit des vor 
einigen Jahren verstorbenen franzosischen Ingenieurs Adolphe 
Ma trot entnommen. 

Zum Schlufs eriibrigt mir noch, der Verlagsbuchhandlung^ 
die ohne Riicksicht auf die Eosten — wie u. a. die dem Buche 
beigefiigten Bildnisse von Fermat, Lagrange, Euler und 
Gaufs zeigen — jedem meiner Wiinsche bereitwilligst entsprochen 
hat, meinen warmsten Dank auszusprechen. 



Frankfurt a. M., 19. August 1902. 
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Teilbarkeit der Zahlen. 



§. 1. 
Zahlensysteme. 

Man bildet ein Zahlensystem fur die Grundzahl (Basis) gr, 
indem man alle Zahlen m auf die Form 

bringt, wo .... ^3, g\ g die Potenzen von g und . . . Og, aa, Oj, a© 
ganze positive Zahlen <^g bezeichnen, deren Zeichen man die 
Ziffern im System der Basis g nennt. Mit Ausnahme der Ein- 
heit kann man jede ganze positive Zahl zur Basis wahlen; so z. B. 
wird die Zahl siebenundzwanzig fiir die Basis 

2 dargest.durchl.24 +1. 23+0. 22-j-1.2-fl,alsogeschrieb. 11011 
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Thatsachlich bedient man sich iiberall des Systems mit der 
Basis 10 (des dekadischen Systems); es ist aber interessant und 
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lehrreich, dekadisch geschriebene Zahlen in anderen Systemen 
auszudriicken und umgekehrt. 

1. Aufgabe. Eine dekadisob gesic.liriebene Zahl m im System 
der Basis g auszudriicken. 

Losung. Man diyidiere m durch g] das gebe den Quotienteh 
q^ und den Rest r^ , so dafs also *w = gi ^gf -|- r© ist. Waiter 
dividiere man qi durch g, wobei sich der Quotient q^ und der 
Rest Ti ergebe; dann ist 

ii = iiff + n, also m = q2g^ -j-rig -i- To. 
In dieser Weise fahre man fort, bis ein Quotient qn erscheint, 
der kleiner als g ist; der zugehorige Rest sei Vn—i. Dann ist 

geschrieben 

gnrn-.irn-2 ... r^U, 

der Ausdruck der Zahl m im System der Basis g. 

Beispiel. Die dekadisch geschriebene Zahl 30382 im System 
der Basis 8 auszudriicken. Es ist 

30 382 : 8 = 3797, Rest 6, 

3 797 : 8 = 474, „ 5, 

474 : 8 = 59, „ 2, 

59 : 8 == 7, „ 3, 

also ist 

30 382 (dekadisch) = 73 256 (oktadisch). 

2. Aufgabe. Die im System der Basis g geschriebene Zahl 

dekadisch zu schreiben. 

Losung. Statt die Werte der verschiedenen Potenzen von 
g zu berechnen, dann die vorgeschriebenen Multiplikationen aus- 
zufiihren und endlich die erhaltenen Produkte zu addieren, rechnet 
man vorteilhaft nach der Formel 

^ = {[((^i9 + (^z)9 + (^2]9 + %}5^ + <*o. 
Beispiel. Die im System der Basis g = S geschriebene 
Zahl m = 73 256 soil dekadisch geschrieben werden. Es ist 

m= {[(7.8 + 3)8 -f 2]8 + 5}8 + 6 
= {[59.8 + 2]8 + 5}8 + 6 
= {474.8 + 5}8+ 6 = 3797.8 + 6 
= 30382. 
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3. Aufgabe. Eine im System der Basis g geschriebene Zahl 
im System der Basis g* auszudriicken. 

Losung. Man driicke die Zahl erst im dekadischen System 
(nach Aufgabe 2) and dann das Resultat im System der Basis g* 
(nach Aufgabe 1) aus. 

Beispiel. Es sei a die Ziffer fur 10, /3 diejenige' fur 11 
und 9a 1/3 2 eine im System der Basis 12 geschriebene Zahl. 
Wie wird dieselbe im System der Basis 7 ausgedriickt werden? 

Es ist 

{[(9.12 4-a)12 + 1]12 4- /3}12 + 2 
= {[118.12.4- 1]12 + /5}12 + 2 
= {1417.12 + 11}12 + 2 = 17015. 1'2 + 2 = 204182. 

Weiter ergiebt sich 

204 182 

29168 

4166 

595 

85 

12 

Wir erhalten somit 

9al/J2 (dodekadisch) = 204182 (dekadisch) 
= 1510166 (heptadisch). 

Man kann die Zahl auch direkt aus dem dodekadischen 
System in das heptadische uberfiihren. Der Gang der Bechnung 
wiirde dann folgender sein: 

12.15 + 13 = 226; 226.15 + 1 = 4063; 
4063.15 + 14= 100415; 100415.15 + 2 = 1510166. 

§. 2. 
Das dyadische System. 

Das System mit der Basis 2, welches nur die Ziffern 0, 1 
benutzt, ist von besonderer Wichtigkeit und wiirde den Vorzug 
vor alien anderen Systemen verdienen, wenn es nicht schon fur 
mafsig grolse Zahlen allzu grofse Ausdriicke erforderte. Das 
Rechnen ist in diesem System am einfachsten. Bei der Addition 
hat man namlich nur die beiden Falle 1 + 0=1, 1 + 1 = 10, 

1* 



7 — 29 168, 


Rest 6, 


7— 4166, 


« 6, 


7 — 595, 


» 1, 


7— 85, 


» 0, 


7— 12, 


„ 1, 


7 1, 


» 5. 
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bei der Subtraktion nur 1 — 0=1, 10 — 1 = 1, bei der Multi- 
plikation 0.1 = 0, 1.1 = 1 zu merken, und jede Division ist, 
da jederPartialquotient hochstens 1 betragt, von vornherein nichts 
als eine Beihe von Subtraktionen. Ahnlich verbalt es sich mit 
der Ausziehung der Quadratwurzel u. s. w. Um zu zeigen, wie 
sich das Bechnen in diesem System gestalten wiirde, lasse ich 
fiir die angefiihrten Bechnungsarten je ein Beispiel folgen. 



Addi 


tion: 


dekadisch 


dyadisch 


47 


101111 


13 


1101 


60 


111100 


Subtraktion: 


dekadisch 


dyadisch 


47 


101111 


13 


1101 



34 



100 010 



Multiplikation: 



dekadisch 


dyadisch 


47.13 


101111.1101 


141 


101111 


611 


101111 




1001100011 


Divi 


sion: 


dekadisch 


dyadisch 


47 : 13 — 3 


101111 : 1101 = 


8 


1101 




10101 




1101 



= 11 



1000 



§. 2. Das dyadisclie System. 



Ausziehung der Quadratwurzel: 



V57|45 = 75 Vl|0l|10|01|ll|00;01 = 1001011 



145|845 10001 1 1 10 01 

~725 10001 



120 1001001 10 001100 

10010 01 



100101011 100001101 

10010101 



11110 00 



Will man eine dekadisch geschriebene Zahl im dyadischen System 
ausdriicken, so hat man nach §. 1, Aufgabe 1 zu verfahren. Bei 
grofsen Zahlen kiirzt man (Legendre, Theorie des Nombres, 
3iAine Ed. I, p* 246) die Rechnung vorteilhaft dadurch ab, dafs 
man gleich durch 64 = 1000000, den Quotienten wieder durch 
64 u. s. w. dividiert. Um z. B. 73539 dyadisch zu schreiben, 
rechnet man 

73539:64=1149, Rest 3; 
1 149 : 64 = 17, Rest 61. 
Es ist also 

73539 = 17.64«+ 61.64 + 3 
oder, da 

17 = 10001, 61 = 111101, 3 = 11 
ist, 

73539 = 10001111101000011. 

Vergl. auch Leibniz, Mathem. Schriften, herausgegeben 
von C. J. Gerhardt VII, S. 223 bis 234. 

Anwendung. Die Zauberkarten. — Man schreibe alle 
Zahlen bis zti einer gewissen Grenze im dyadischen System, also 
1 = 1, 2 = 10, 3 = 11, 4=100, 5 = 101, 6 = 110, 7 = 111 u. s. w. 
Darauf schreibe man diejenigen dieser Zahlen, die auf der letzten 
Stelle (rechts) 1 enthalten, also 1, 3, 5, 7, . . . auf ein Blatt, weiter 
die Zahlen, welche auf der vorletzten Stelle 1 enthalten, also 2, 
3, 6, 7, u. 8. w. auf ein zweites Blatt, alle Zahlen, welche auf der 
drittletzten Stelle 1 enthalten, also 4, 5, 6, 7, u. s. w. auf ein 
drittes Blatt, und fahre so fort, bis alle Zahlen des betrachteten 
Gebietes, so oft es geht, untergebracht sind. Dann ist ofifenbar 
jede dieser Zahlen m gleich der Summe der Zahlen, welche den 
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ersten Platz auf den Blattern einnehmen, auf denen m sich vor- 
findet. Dies ist die Erklarung der „Zauberkarteii" unserer 
Spielbiicher. 

§. a. 
Formen der Zahlen. 

Wenn man eine Zahl durch 2 dividiert, so ergiebt sich als Rest 
entweder oder 1. Im ersten Falle ist die Zahl von der Form 
2n oder eine gerade Zahl, im zweiten* von der Form 2n -|- 1 
oder eine ungerade Zahl. 

Bei der Division durch 3 sind drei Reste moglich, namlich 
0, 1 und 2. Jede Zahl gehort also einer der drei Formen 3n, 
3n -f- 1, 3w -|- 2 an. Eine Zahl der dritten dieser Formen ist 
z. B. 17 = 3.5 -f- 2. Wenn man hier den Quotienten 5 um eine 
Einheit vergrofsert, so ist als Rest — 1 zu nehmen, 17 = 3.6 — 1, 
und so kann stets ein Rest, der mehr als die Halfte des Divisors be- 
tragt, durch einen negativen Rest ersetzt werden, dessen ab- 
soluter Wert kleiner als die Halfte des Divisors ist. Nur darf 
man dann nicht vergessen, den Quotienten um 1 zu vergrofsern. 
In Beziehung auf den Divisor 3 sind danach die drei Formen 
3 n, 3 w ± 1 vorhanden. 

Fiir den Divisor 4 ergeben sich ebenso die vier Formen 4 n, 
4w + 1, 4w -(- 2, allgemein fiir den Divisor To die Formen 

&w -(- r, 

wo r jede der Zahlen 0, 1, 2, .. ., & — 1 sein kann, und wo jede 

Zahl r, die grofser als -^ ist, durch ihre negativ genommene Er- 

h 
ganzung zu fc, deren absoluter Wert dann kleiner als -^ sein 

wird, ersetzt werden kann. 



Frimzahlen und zusammengesetzte Zahlen. 

Wenn eine ganze Zahl a durch eine andere ganze Zahl b 
ohne Rest teilbar ist, so nennt man b einen Divisor von a. Ergiebt 
die Division von a durch b den Quotienten c, so ist auch c ein 
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Divisor von a, da a : c = b ist. Man nennt dann b und c 
komplementare Divisoren von a. So sind 3 und 4 comple- 
mentare Divisoren von 12, ebenso 2 und 6. 

Nun ist ofifenbar j e d e Zahl a durch sich selbst und ebenso 
durch die Einheit teilbar, hat also die komplementaren Divisoren 
1 und a. Diese Divisoren werden ^neigentliche genannt, im 
Gegensatz zu den eigentlichen, die zwischen 1 und a. liegen. 
Die eigentlichen Divisoren von 12 z. B. sind 2, 3, 4, 6. 
Eine Zahl, welche keine eigentlichen Divisoren be- 
sitzt, heifst eine Primzahl. Eine Zahl mit eigent- 
lichen Divisoren heifst zusammengesetzt. Eine Prim- 
zahl ist z. B. 11, da keine Zahl aufser 1 und 11 selbst in 11 
aufgeht Eine zusammengesetzte Zahl ist 12, da nicht blofs 1 
und 12, sondern auch 2, 3, 4, 6 in 12 aufgehen. 

Anmerkung. Euklid VII, Def. 11 und 13 nennt die 
Primzahl ngmrog aQid'tiog, die zusammengesetzte Zahl Ovv&ttog 
ocgLd-fiog. Nikomachus von Gerasa {EUfaycayij I, Kap. 11 und 
12) gebraucht die Ausdriicke nQdxog aoI a6vvQ'srog agc^fiog und 
dsvtSQog Tiul 6vvd'6xog aQi^fiog. 



§. 5. 
Satze iiber die Formen von Primzahlen. 

Jede ungerade Primzahl ist von einer der beiden Formen 
4w±l. 

Jede Primzahl, die grofser als 3 ist, ist von einer der beiden 
Formen 6n ±V). 

Jede ungerade Pnmzahl ist von einer der vier Formen 
8n + 1, 8w + 3. 

Jede Primzahl, die grofser als 3 ist, ist von einer der vier 
Formen 12w ± 1, 12w ± 5. * 

Das Quadrat jeder Primzahl, die grofser als 3 ist, hat die 
Form 24 n + 1. 



1) Nach G. Vacca (Bibl. math. 3. Folge II, S. 149) ist dieser Satz 
Bchon von Bungus (Numerorum Mysteria etc. Bergomi 1559, S. 399) aus- 
gesprocben; spater teilt ihn Leibniz in einem Briefs vom Februar 1678 
dem Herausgeber des Journal des Savans mit (Math. Schriften, heraus- 
gegeben von C. J. Gerhardt VII, S. 120). 
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Jede Zahl von der Form 4 w — 1 ist entweder eine Prim- 
zahl oder durch eine ungerade Anzahl von Primzahlen der Form 
4n — 1 teilbar. 

Jede Zahl 6n — 1 ist entweder eine Primzahl oder durch 
eine ungerade Anzahl von Primzahlen der Form 6 n — 1 teilbar. 

Der Beweis dieser Satze, denen sich noch andere ahnliche 
anreihen lassen, sei dem Leser zur tJbung empfohlen. 

§. 6. 
Anzahl der Primzahlen. 

Wer zuerst die wichtige Wahrheit gefunden hat, dafs es un- 
endlich viele Primzahlen giebt, wissen wir nicht. Aber schon 
Euklid hat IX, 20 einen strengen Beweis des Satzes gegeben. 
Als Probe von der Darstellungsweise dieses grofsen Mathematikers 
lasse ich den Beweis in wortlicher tJbersetzung hier folgen: 

„Di6 Anzahl der Primzahlen ist grofser als jede 
vorgelegte Menge derselben. 

„Die vorgelegten Primzahlen seien ^, jB, JT. Ich behaupte, 
dafs es mehr Primzahlen als ^, 5, F giebt. 

H 1 ^ I 1 1 

I I BE ^ Z 

I \r • ^^ 

„Man nehme die kleinste der durch -^, B, J^teilbarenZahlen; 
diese sei ^E^ und es werde z/jB die Einheit z/Z hinzugefugt. 
Dann ist (die Summe) EZ entweder eine Primzahl, oder sie ist 
es nicht. Es sei EZ zunachst eine Primzahl. Dann sind die 
Primzahlen ^, B^ F^ EZ gefunden, und deren Menge ist grofser 
als die der Zahlen Jl^ 5, JT. 

;,Weiter sei die Zahl EZ keine Primzahl; dann ist sie durch 
irgend eine Primzahl teilbar. Sie sei teilbar durch die Prim- 
zahl H, Dann behaupte ich, dafs H mit keiner der Zahlen A^ 
B, F identisch ist. Ware namlich H mit einer der Zahlen 
^, B, F identisch, so miifste, da ^, B, F in ^E aufgehen, auch 
H m d E aufgehen. H geht aber auch in EZ auf. Folglich 
wird if, obwohl sie eine Zahl^) ist, auch in dem der Einheit 

^) D. h. von 1 verschieden. Bei den Grieohen wurde die Einheit nioht 
als Zahl angesehen (^ /uoyag ovx ictly dgpS-fiog), 
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gleichen Rest z^Z aufgehen, und das ist widersinnig. H ist also 
mit keiner derZahlen A^ B^ F identisch, H ist aber der Vor- 
aussetzung nach eine Primzahl. Folglich sind Primzahlen A^ £, 
r*, H in grofserer Menge gefdnden, als die Anzahl der vor- 
gelegten Primzahlen A, jB, F betragt, und dafs dies moglich sei, 
war zu zeigen." 

Anmerkung. Die kleinste Zahl, welche durch die als vor- 
handen angenommenen Primzahlen 2, 3, 5, 7,...^ teilbar ist, 
ist — wie wir spater sehen werden — das Produkt derselben. 
Wird dieses Produkt, nachdem es um 1 vermehrt ist, mit A be- 
zeichnet, also 

A = 2.3.5.7.11 ...p + 1 

gesetzt, so ergiebt die Rechnung, dafs fiir die Werte j> = 2, 3, 
5, 7, 11 -4. selbst eine Primzahl und beziehungsweise gleich 3, 7, 
31, 211, 2311 ist; dagegen ist fur jp = 13, 17, 19, 23 

^ = 59 . 509, 19 . 97 . 277, 347 . 27 953, 317 . 703 763. 

2. Beweis des Satzes, dafs es unendlich viele Primzahlen 
giebt (Euler, Introductio in Analysin Infinitorum I, p. 225). 
Bekanntlich ist 

1 111 

= 1 + + 7 + Q + ••• i^ i^f-1 



1 ' 2 ' 4 '8 

2 

7^1=^+^ + 1 +^ +--ininf., 
3 

771 =1+^ + 4 + 1^ + •••^^^^^• 
5 



Daraus erhalt man durch Multiplikation 

^••• = 1 + 2+3+4+5 + 



1 — 



2 3 

In dieser Gleichung enthalt die linke Seite so viele Faktoren, als 
es Primzahlen giebt, die rechte Seite die reziproken Werte aller 
ganzen Zahlen, da jede Zahl entweder selbst eine Primzahl ist 
oder — und zwar nur auf eine Weise — durch Multiplikation 
aus Primzahlen entsteht. Nun lafst sich leicht beweisen, dafs die 
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« 

rechte Seite oo isti). Folglich mufs auch die Anzahl der Faktoren 
der linken Seite jede Grenze iiberschreiten , d. h. es giebt un- 
endlich viele Primzahlen. 

L Zusatz. Es giebt unendlich viele Primzahlen 
der Form 4w — 1. 

2. Zusatz. Es giebt unendlich viele Primzahlen 
der Form 6w — 1. 

Die Beweise sind dem oben gegebenen 1. Beweise ganz 
ahnlich; nur hat man A im ersten Satze durch (2^.3 .6 ,,.p) — 1, 
im zweiten durch (2 . 3 . 5 . . . p) — 1 zu ersetzen. 

3« Zusatz. Es giebt unendlich viele Primzahlen 

jeder der beiden Formen 4w -f- 1, 8w -[- 5. 
Der Beweis kann hier nicht gefuhrt werden. 

Anmerkung I. AUe diese Satze sind spezielle Falle des 
von Lejeune Dirichlet (Abhandlungen der Berliner Akademie 
1837 = Werke Bd. I, S. 313) bewiesenen Satzes: 

Jede unbegrenzte arithmetische Progression, deren 
erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemein- 
schaftlichen Faktor sind, enthalt unendlich viele 
Primzahlen. 

Anmerkung II. Hierher gehort auch der von Tscheby- 
scheff bewiesene Satz: Wenn 2 a >> 7 ist, so liegt zwischen a 
und 2a — 2 wenigstens eine Primzahl (Serret, Handbuch der 
hoheren Algebra, deutsch von G. Wertheim, Bd. II, S. 193). 

Noch unbewiesen sind folgende Satze: 

1. Es giebt unendlich viele Paare von Primzahlen, deren 
Differenz 2 ist. 

2. Jede gerade Zahl ist die Summe zweier Primzahlen 
(Christian Goldbach). 

3. Jede Primzahl der Form 4w — 1 ist gleich jp -|- 2 j, wo 
p und q Primzahlen der Form 4w -f- 1 sind (Lagrange, 
Oeuvres T. Ill, p. 795). 



^) Dieselbe ist namlich : 

>>+5+a+i)+a+5+i+i)+- 

d. i. 

>l + | + ^ + ^-|---- in inf., 
also = 00. 
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§•7. 
Ermittlung der Primzahlen. 

Um aus der Reihe der Zahlen die zusammengesetzten aus- 
zusch'eiden, so dafs nur die Primzahlen zuriickbleiben, wendet 
man ein von Eratosthenes (275 bis 194 v. Chr.) herriihrendes 
Verfahren an, welches unter dem Naraen „Sieb (koUkvvov) des 
Eratosthenes" bekannt ist, und iiber welches Nikomachus von 
Gerasa in seiner ^' AQLd'iiriuKrj 8l6uyc3'y7J^ I, 13 berichtet. Das- 
selbe besteht im folgenden: 

Da 2 die einzige gerade Primzahl ist, so hat man nur die 
ungeraden Zahlen von 3 an niederzuschreiben: 

3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 

Man streicht nun jede dritte Zahl hinter der 3 durch, also die 
dritte, d. i. 9, die sechste, d. i. 15, die neunte, d. i. 21; u. s. w. 
Auf diese Weise werden alle Vielfachen von 3 entfernt. 

Darauf geht man zur nachsten Zahl, d. i. 5 iiber und streicht 
hinter derselben jede fiinfte Zahl durch, also die fiinfte, zehnte, 
fiinfzehnte, u. s. w., ohne Biicksicht darauf, ob sie schon durch 
einen friiheren Strich ausgeschieden ist oder nicht. Auf diese 
Weise werden alle Vielfachen von 5 beseitigt. 

Weiter entfernt man alle Vielfachen von 7, indem man hinter 
der 7 jede siebente Zahl durchstreicht, und fahrt so fort, indem 
man beim Abzahlen und Durchstreichen die bereits durchstrichenen 
Zahlen den nicht durchstrichenen gleich achtet, ohne freilich — 
denn das ware zwecklos — eine durchstrichene Zahl als Aus- 
gangspunkt einer neuen Aussiebung zu benutzen. Schliefslich 
bleiben nur die Primzahlen librig, alle (ungeraden) zusammen- 
gesetzten Zahlen sind entfernt worden. 

Die letzte Primzahl, die man als Ausgangspunkt einer Ab- 
zahlung in der dargelegten Weise zu benutzen hat, um alle Prim- 
zahlen unterhalb einer gegebenen Grenze a zu erhalten, liefert 
der folgende, schon von Leonardo Pisano (Scritti ed. Bon- 
compagni T. I, p. 38) angewandte, auch Fermat (Oeuvres II, 
p. 177) bekannte Satz, den Legendre (Theorie des Nombres 
3iftme Yjd. I, p. 5) bewiesen hat: 
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„Eine Zahl iV ist sicherlich eine Primzahl, wenn 

sie durch keine der Primzahlen teilbar ist, die <; V^ 
s i n d." 

Beweis. Wir nehmen an, JV" sei durch eine Primzahl 

y > y^ teilbar, und bezeichnen den Quotienten der Division von 
^ durch J) mit P, setzen also N =^ pF voraus. Dann wiirde 

p = ^ also P < ^, d. i. P < V^ sein. Die Zahl N ware 

also durch eine Zahl P < y^T und um so mehr durch eine Prim- 
zahl < y^N" teilbar, was der Voraussetzung widerspricht. 

Die letzte Zahl, von der aus man abzuzahlen hat, um alle 
unterhalb a liegenden Primzahlen zu erhalten, ist somit die 

grofste Primzahl, die ^ Va ist. 

Beispiel. Da yi50= 12, ... und 11 die grofste Primzahl 
unterhalb 12 ist, so hat man, um alle (ungeraden) Primzahlen 
unterhalb 150 zu erhalten, in der oben dargelegten Weise nur 
mit 3, 5, 7, 11 zu verfahren. Es ergiebt sich: 



3, 


5, 


7, 


-9t 


11, 


13. 


-iSj 


17, 


19. 


■Si* 


23, 


£t^ 


-^ 


29, 


31, 


a^ 


~tx5^ 


37, 


"u^ 


41, 


43, 


■^, 


47, 


-^, 


-M, 


53, 


~&57 


-W-, 


59, 


61, 


"u^ 


"W^ 


67. 


U^ 


71, 


73, 


■^ 


-7^. 


79, 


-8i, 


83, 


"oOy 


-^7, 


89, 


-91-. 


"^«J7 


t/&^ 


97, 


O^ 


101, 



103, 1^ 107, 109, ±1* 113, ±^ -iW, tW, i^lr, 
•±^ ±2^ 127, ±2^7 131,. i^*y ±3^ 137, 139, 141-, 
i^ ±45, -W^ 149. 

Unterhalb 150 liegen also die 34 ungeraden Primzahlen: 

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 
73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149. 

Wie man sieht, ist die Ermittlung der Primzahlen fiir ein 
grofseres Gebiet, etwa fiir die erste Million, theoretisch zwar 
sehr einfach, thatsachlich aber ungemein zeitraubend. Ich lasse 
daher die Titel der Werke folgen, welche ausgedehnte Tab^Uen 
der Primzahlen (und zugleich die kleinsten Divisoren der zu- 
sammengesetzten ungeraden Zahlen, sofern diese nicht durch 3 
oder 5 teilbar sind) enthalten: 
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1. Burckhardt, Table des diviseurs pour tous les nombres 
du 1., 2. et 3. million. Paris 1814 — 1817 (geht bis 3036000). 

2. Glaisber, Factor-table for the 4*^ the 5*^ and the 6**^ mil- 
lion. London, 1879—1883. 

3. Dase, Faktorentafel fiir alle Zahlen der siebenten, achten 
und neunten Million. Hamburg, 1862 — 1865. 
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von Gram in den Acta mathematica XVII. 



§. 8. 
Darstellung der Primzahlen durch Polynome. 

Lehrsatz. Das Polynom mit ganzen Koeffizienten 

f{x) = air*"-|-6ic**+'---j-c 

kann nicht fiir alle Werte von x Primzahlen dar- 
stellen. 

Beweis. Es sei | ein Wert von x, fiir welchen f{x) eine 
Primzahl p ist, also 

Dann ist 

also nach dem binomischen Satze 

/(i+2,)=p + p, . 

wo 

P^ am^^ — ^p -{- ••• -\- ap^ 
-|- 6w|"-"i JP + ••• + ^P" 

+ 

eine durch p teilbare Zahl ist. Das Polynom f{x) stellt also fiir 
a? = I -|- p eine durch p teilbare Zahl dar, und da dieselbe von 
p verschieden ist, so muls sie zusammengesetzt sein. 

1. Anmerkung. Einige Polynome sind bemerkenswert durch 
die Menge der Primzahlen, die sie darstellen. Setzt man z. B. 
der Reihe nach a? = 0, 1, 2, 3, ..., so liefert 
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nur Primzahlen. Vergl. Euler, Commentationes arithmeticae 
coUectae I, p. 584 und Legendre, Theorie des nombres I, p. 332. 

2. Anmerkung. Fermat war der Meinung (Varia Opera 

math., p. 162 = Oeuvres T. 11, p. 206), der Ausdruck 2(*'') + 1 
stelle fur jede ganze Zahl n eine Primzahl dar; er fiigt hinzu, 
dafs er einen Beweis des Satzes nicht gefunden habe. Nun sind 
zwar 2(2«) +1 = 3, 2(2^) +1 = 5, 2(2«) + 1 = 17, 2(a^ + 1 
= 257, 2W + 1 = 65537 Priinzahlen, abet schon 2^ + 1 
= 4294967 297 ist, wie Euler (Commentationes arithmeticae 
coUectae I, p. 356) ermittelt hat, zusammengesetzt, namlich gleich 
641.6700417. (Vergl. §. 100, Beispiel I.) 



§. 9. 
Primzahlen gleicher Differenz. 

Lehrsatz. Wenn drei Primzahlen eine arithmetische 
Reihe bilden, so mufs die Differenz derselben durch 
2.3 =: 6 teilbar sein. Eine Ausnahme macht nur der 
Fall, in welchem 3 eine der Zahlen ist (Waring, Medita- 
tiones Algebraicae, p. 379. Siehe auch Lagrange, Oeuvres T. Ill, 
p. 434). 

Beweis. Die Primzahlen gleicher Differenz d seien 
(1) i) — d, i), p + d; 

darin ist p von einer der beiden Formen ,6 m ± 1 , und damit 
p — d und jp + d ungerade seien, mufs d als gerade voraus- 
gesetzt werden. d konnte danach eine der drei Formen 6n + 2, 
6n haben, und es soil gezeigt werden, dafs die beiden ersten 
Formen unmoglich sind. 

Ware erstens d = 6n + 2, so wlirde sich fiir die Zahlen 
(1), je nachdem jj = 6w + 1 oder = 6m — 1 vorausgesetzt 
wird, 
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6(m — n)— 1, 6m ^-1, 6(w + w) + 3 
oder 

6 (m — w) — 3, 6 m — 1, 6 (w + n) + 1 

ergeben. Im ersten Falle ist 6 (m -f- w) -j- 3 immer eine zu- 
sammengesetzte Zahl, im zweiten Falle ist es 6(m — n) — 3, 
wofern nicht m — w = 1 , also 6 (w — n) — 3 = 3 ist. Die 
Differenz d kann also nicht* die Form 6w-|- 2 haben, wofern 
nicht die erste Zahl 3 ist; in diesem Falle sind die Zahlen (1) 

3, 6w + 5, 12w + 7. 

Ware zweitens d = 6w — 2, so wiirde sich fur die Zahlen (1), 
je nachdem p = 6m -{- I oder = 6m — 1 vorausgesetzt wird^ 

6 (m — n) + 3, 6 m + 1, 6 (m + w) — 1 
oder 

6(m — n)+l, 6m — i, 6(m+w) — 3 

ergeben. Im zweiten Falle ist 6(m -|- w) — 3 immer zusammen- 
gesetzt, im ersteren ist es 6(m — w) -f- 3, wofern nicht m = n 
ist, also die Zahlen (1) 

3, 6w + l, 12n— 1 

sind. Die Differenz kann also, diesen Fall abgerechnet, auch 
nicht 6w — 2 sein; es bleibt fur dieselbe also nur die Form 
6w iibrig, und fiir diese sind die Zahlen (1), je nachdem 
p = 6m + I ist, 

6(m — ti)±l, 6m ± I, 6(m + w)±l. 

Der Fall p = 3 war durch die Annahme p = 6m ± l von vorn- 
herein ausgeschlossen. 

Ahnlich lassen sich folgende Satze beweisen: 

Wenn fUnf Primzahlen eine arithmetische Reihe 
bilden, so mufs die Differenz derselben durch 
2.3.5 = 30 teilbar sein, wofern nicht 5 selbst eine der 
Zahlen ist. 

Wenn sieben Primzahlen eine arithmetische Reihe 
bilden, so mufs die Differenz derselben durch 2.3.5.7=210 
teilbar sein, wofern nicht 7 selbst eine der Zahlen 
ist. D. s. w. 
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§. 10. 

Darstellung der Zahlen als Summen aufeinander 

folgender Zahlen. 

Lehrsatz. Jede Zahl, die nicht eine Potenz von 2 
ist, kann als Summe mehrerer aufeinander folgender 
Zahlen dargestellt werden. 

Beweis. Wir setzen die Richtigkeit des Satzes fiir eine 
Zahl m, die gerade oder ungerade sein mag, voraus und be- 
weisen, dafs er dann auch fiir 2 m besteht. Da er nun fiir jede 
uugerade Zahl gilt, insofern als 2n-\-l = n-^(n-\-l) ist, so 
ist seine Giiltigkeit fiir alle Zahlen, die einen ungeraden Divisor 
zulassen, bewiesen. 

Es sei zunachst m die Summe einer ungeraden Anzahl 
2 k -\- I aufeinander folgender Zahlen, etwa 

m = (n — Jc) -\- (n — fc + 1) H + ** + (^ + 1) H h (^ H" ^)» 

so ist 

2m = {2n — h) + (2^ — fc+l)H |-2m + (2w+1)-| 

+ (2n-f-fc). 

So z. B. folgt aus 6 = 1 + 2 -f 3, dais 12 = 3 -f 4 + 5, 

24 = 7 -f 8 + 9, 48 = 15 + 16 + 17, u. s. w. ist. 
Ebenso ergiebt sich aus 

20 = 2 + 3 + 4 + 5 + 6 
der Reihe nach 

40= 6+ 7+ 8+ 9 + 10 

80 = 14 + 15 + 16 + 17 + 18 



Ist dagegen m die Summe einer geraden Anzahl 2 k aufeinander 
folgender Zahlen 

m = (n — k—l)-] |-(n — l) + n + (n+l)H h(^ + ^)» 

so erhalt man leicht ^ 



2m = {n—2k — l) -\ 1- (n — 1) + t* + (w+1) -| 

+ (l^ + 2 k). 

Aus 50 = 11 + 12 + 13 + 14 folgt z. B. 100 = 9 + 10 

+ 11 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16. 
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In diesem Falle kann es vorkommen , dafs die erste Zahl 
Null wird, oder dafs negative Glieder auftreten, die dann aber 
gegen die symmetrisch stehenden positiven von gleichem ab- 
soluten Betrage wegfallen. So z. B. folgt aus 3 = 1 -)- 2 

6 = 0+1 + 2 + 3 = 1 + 2 + 3, 
und aus 

36 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 
folgt, dafs 

72 = (— 3) + (— 2) + (~ 1) + + 1 + ... + 8 + 9 + 10 

+ 11 + 12 
oder 

72 = 4 + 5 + 6-^ 1-12 

ist. 

Der Satz ist also fiir jede Zahl 2*ifc, wo k eine ungerade 
Zahl bezeichnet, bewiesen. 

Es ist noch zu zeigen, dafs sich keine Potenz von 2 als 
Summe aufeinander folgender Zahlen darstellen lafst. Setzt man 
die Formeln fiir 2 m als gliltig voraus, so ergeben sich daraus 
auch diejenigen fiir m; wenn also irgend eine Potenz 2" die 
Summe aufeinander folgender Zahlen ware, so miifste es auch die 
vorhergehende Potenz 2*'-i, weiter 2«-2^ endlich die Zahl 2 
selbst sein, was nicht der Fall ist. 

Anmerkung. Bei der Ausfiihrung der Zerlegung wird man 
oft gut thun, nicht erst auf den in der Zahl enthaltenen grofsten 
ungeraden Faktor zuriickzugehen. Handelt es sich z. B. um die 
Zahl 84, so konnte man, da 84 = 4.21 und 21 = 10 + 11 ist, 

84 = 7 + 8 + 9 + 10 + 11 + 12 + 13 + 14 

schreiben. Statt dessen wird man beriicksichtigen, dafs 84 durch 
3 teilbar und allgemein 3a = (a — 1) + a + (a+ 1) ist. Man 
erhalt dann einfacher 84 = 27 + 28 + 29. Ebenso ist 93 = 
30 + 31 + 32. 

§. 11. 
Darstellung der Zahlen als Differenz zweier Quadrate. 

1. Lehrsatz. Jede ungerade Primzahl p ist nur auf 
eine Weise als Differenz zweier Quadrate darzustellen. 

Wertheim, Zahlenlehre. 2 
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Beweis. Wenn 

p = x^ — y^ = (x — y)(x + y) 
ist, so mufs 

X — y = 1, X -{- y = p 

sein; es ergiebt sicb also nur die eine Losang 

jp -|- 1 _ p — 1 

^— 2 ' ^~ 2 ' 

so dafs 

^ = n^y - {"^y 

ist. 

2. Lehrsatz (Umkehrung). Eine ungerade Zahl p ist 
eine Primzahl, wenn sie nur auf eine Weise als Differenz 
zweier Quadrate dargestellt werden kann. 

Beweis. Ware p = Pi^p^^ ^^ Pn P2 ungerade Zahlen be- 
zeichnen mogen, von denen jede >> 1 ist, so wurden sich die 
beiden Zerlegungen 

ergeben. 

Anwendung. Um zu bestimmen, ob eine ungerade Zahl p 
eine Primzahl sei oder nicht, addiert man zu derselben der Reihe 
nach alle Quadratzahlen 

1,4, 9, ..., (^^y. 

Stellt sich heraus, dafs nur eine der erhaltenen Summen 
eine Quadratzahl ist, so ist p eine Primzahl, im entgegengesetzten 
Falle ist p zusammengesetzt Es ist nun immer 

, + i^y = i^y- 

Wenn also p von irgend einer Quadratzahl aufser der 
letzten, d. i. (^-— « — ) » zu einem Quadrat erganzt wird, so ist p 

zusammen gesetzt. 

BeispieL Da 9991 + 3^ = 100^ ist, so ist 9991 eine zu- 
sammengesetzte Zahl, namlich (100 — 3) (100 -f- 3), d. i. 97.103. 
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Frage. Welche geraden Zahlen lassen sich als Differenz 
zweier Quadrate schreiben, und welche nicht? 

Anmerkung. In einem Briefe aus dem Jahre 1643, der 
in Bd. II, S. 256 der neuen Ausgabe seiner Werke zum ersten 
Male veroffentlicht worden ist, lehrt Fermat an einem Beispiel 
eine ungerade Zahl in zwei Faktoren zu zerlegen. Im folgenden 
soil sein Verfahren allgemein dargestellt werden: 

Die vorgelegte Zahl sei w. Femer habe man gefunden 

a < j/m < a + 1? ^^^ zwar m = a^ -\- r. Wir bilden die Zahl 
2a-\-l — r. Ist dieselbe eine Quadratzahl w*, so ist r = 
2 a -f- 1 — n% also 

m = a2 + 2a + 1 — n2 = (a + 1 — n)(a + 1 + w), 

und die Zerlegung von m in Faktoren ist voUbracht. Wenn da- 
gegen 2 a -j- 1 — r keine Quadratzahl ist, so addieren wir zu 
2 a -|- 1 — r der Reihe nach die Summe der arithmetischen 
Reihe 

2a + 3, 2a +5, . . ., 2a + (2n — 1), 

und zwar brechen wir bei dem ersten Gliede 2 a -f- (2 n — 1) ab, 
welches eine Quadratzahl s^ liefert. Es ist dann 

2a+l— r + (2a+3) + (2a + 5)^ |-[2a + (2n— 1)] = s^ 

d. h. 

2na -(- wa — r = s^ 
folglich 

m = a2 + r = a2-|- 2na + n2 — s^ = (a + w4-s)(a + n — s). 

Fermat findet auf diese Weise 

2027651281 = 46061.44021. 

Es kommt also darauf an, fiir jede Zahl m die Werte von 
n und s zu finden, was die Anwendung einer Tabelle der Quadrat- 
zahlen erfordert. Die Rechnung schliefst um so schneller ab, je 
kleiner die DiflFerenz der Faktoren von m ist. 



§. 12. 

Zusammengesetzte Zahlen und Zerlegung derselben 

in Faktoren. 

„Jede zusammengesetzte Zahl ist durch irgend 
eine Primzahl teilbar. 

2* 



20 Erstes Kapitel. §. 12. 

„Die zusammengesetzte Zahl sei A. Ich behaupte, dafs A 
durch irgend eine Primzahl teilbar ist. 

„Da die Zahl A zusammengesetzt ist , so ist sie durch eine 
Zahl teilbar. Diese Zahl sei jB. Wenn dann JS eine Primzahl 
ist, so ist die Behauptung bewiesen. Ist aber B eine zusammen- 
gesetzte Zahl, so wird diese durch eine andere Zahl teilbar sein. 
Diese Zahl sei T. Da nun T in J5 und JB in ^ aufgeht, so geht 
auch jT in ^ auf. Wenn nun T eine Primzahl ist, so ist die 
Behauptung bewiesen. Ist aber T eine zusammengesetzte Zabl, 
so wird sie durch eine andere Zahl teilbar sein. Durch Fort- 
setzung dieses Schlufsverfahrens wird eine Primzahl gefunden 
werden, welche (in die vorhergehende Zahl und somit auch in A) 
aufgeht. Denn sonst wiirden unzahlige Zahlen in A aufgehen, 
von denen jede kleiner als die vorhergehende ware, und das ist 
bei ganzen Zahlen unmoglich. Man wird also eiue Primzahl 
finden, durch welche die nachst vorhergehende Zahl und somit 
auch A teilbar ist. Folglich ist jede zusammengesetzte Zahl 
durch irgend eine Primzahl teilbar, und das war zu beweisen." 
(Euklid VII, 31.) 

Aug diesem Satze geht hervor, dafs sich jede zusammen- 
gesetzte Zahl als Produkt von lauter Primzahlen darstellen laf&t. 

Wir woUen jetzt zeigen, dafs diese Zerlegung einer zu- 
sammengesetzten Zahl in Primzahlen nur auf eine Weise moglich 
ist, d. h. dafs Zerlegungen, die etwa auf verschiedenen Wegen 
erhalten sind, identisch sein miissen. 

1. Hilfssatz. Das Produkt zweier ganzen positiven 
Zahlen, von denen jede kleiner als eine Primzahl |> 
ist, ist durch jp nicht teilbar (Gauss, Disquisitiones 13). 

Beweis. Es sei p eine Primzahl und a eine positive Zahl,. 
die kleiner als j? ist. Dann giebt es keine positive Zahl h , die 
kleiner als ^ ist, von der Beschafifenheit, dafs das Produkt ah 
durch |) teilbar sei. 

Dies zu beweisen, nehmen wir an, es gebe mehrere Zahlen 
i, c, d, ..., die samtlich kleiner als p und so beschaffen sind, daf& 
jedes der Produkte a 6, ac, ad^ ... durch p teilbar sei. Die 
kleinste der Zahlen 6, c, d, ... sei ft, so dafs also keine Zahl,. 
die kleiner als b ist, durch Multiplikation mit a ein durch p teil- 
bares Produkt liefert. Nun mufs oflenbar 6 >> 1 sein; denn fur 
6=1 ware ab = a, also nach Voraussetzung <^p und daher 
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durch p nicht teilbar. Wenn wir jetzt die Primzahl p durcii 

b <^ p dividieren, so kann die Division nicht aufgehen, sondem 

wir werden einen Quotienten m und einen Rest V <ib erhalten, 

so dafs 

p = bm -]- V, also p — bm = V 

ist. Daraus folgt 

ap — abm = ab'. 

Nun ist sowohl ap^ als auch (nach Voraussetzung) abm durch 2> 
teilbar; folglich muTs p auch in ab' aufgehen. Danach gehort 
auch die Zahl V zu den Zahlen &, c, d^ ..., obwohl sie kleiner 
als die kleinste derselben ist. Es giebt also keine Zahl b <ip 
von der BeschaflFenheit, dafs ab durch p teilbar sei. 

2. Hilfssatz. Wenn keine der beiden Zahlen a und b 
durch die Primzahl p teilbar ist, so ist auch das Pro- 
dukt ab durch p nicht teilbar (1. c. 14). 

Beweis. Wir dividieren jede der beiden Zahlen a, b durch 

p und nennen die erhaltenen Quotienten g, g', die erhaltenen 

Reste, die von Null verschieden und <Cp sein werden, a und /J. 

Dann ist 

a = gjp + a, b = q'p -{- p, 

also 

ab = (qq'p + ag' + Pq)p + a/3. 

Ware nun ab durch p teilbar, so miifste es auch a/5 sein, und 
das ist nach dem 1. Hilfssatze unmoglich. 

Znsatz. Wenn keine der Zahlen a, 6, c, d, ... durch 
die [Primzahl p teilbar ist, so ist auch das Produkt 
abed ... durch p nicht teilbar (1. c. 15). 

Beweis. Nach dem 2. Hilfssatze ist ab durch p nicht teil- 
bar, folglich (nach demselben Satze) auch nicht ab,c = abc^ u.s.w. 

Lehrsatz. Jede zusammengesetzte Zahl kann nur aul 
eine Weise in Primzahlfaktoren zerlegt werden. 

Beweis. Angenommen, es batten sich fiir eine Zahl N die 
beiden Zerlegungen ergeben: 

jy=aa'a"... und N=bVb" .. ., 

wo a, a', ..., ft, b\ ... Primzahlen bezeichnen. Dann ist 

(1) aa'a" . . . = ftft'fe" . • . . 

Da die Primzahl a in der linken Seite von (1) aufgeht, so mufs 
auch die rechte Seite durch a teilbar sein. Das ist nach dem 
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vorhergehenden Zusatz unmoglich, wofern nicht die rechte Seite 
einen Faktor enthalt, der gleich a ist. Dieser Faktor sei 6. 
Dann fallen die Primzahlen a und b durch Division fort, uad 

(1) geht iiber in 

(2) a'a" ... = fe'6" .-. 

Auf diese Gleichung konnen wir dasselbe Schlufsverfahren an- 
wenden, dem wir die Gleichung (1) unterworfen haben. Wir 
finden auf diese Weise, dafs jedem Faktor der linken Seite von 
(1) ein Faktor der rechten Seite gleich ist, und dafs beide Seiten 
gleich viel Faktoren enthalten. Die beiden Zerlegungen stimmen 
also — abgesehen von der Reihenfolge der Faktoren, die he- 
kanntlich fiir die Grofse des Produktes gleichgultig ist — voll- 
standig iiberein. 

Jede zusammengesetzte Zahl N ist also nur auf eine Weise 
als Produkt von Primzahlen darzustellen. Werden dann noch 
die etwa vorhandenen gleichen Primzahlen zu Primzahlpotenzen 
vereinigt, so ergiebt sich fiir N der Ausdruck 

N = a'^Wcy . . ., 
wo a, ft, c, . . . ungleiche Primzahlen, cc, /8, y, . . . ganze positive 
Zahlen bezeichnen. 
Beispiele: 

I. 720 = 2. 2. 2 ,2. 3.3.5 = 24.32.5, 
II. 18900=22.38.53.7. 

Aufgabe. n aufeinander folgende zusammengesetzte Zahlen 
zu finden. 

L 6 s u n g. Man wahle n beliebige aufeinander folgende Zahlen : 
a, a -|- 1, a -|- 2, . . ., a -(- w — 1, 
von denen die kleinste, d. i. a, grofser als 1 ist. Nimmt man 
dann eine Zahl J., die durch jede dieser n Zahlen teilbar ist, 
so sind 

J.-|-a, J.-(-a-(-l, JL-(-a-(-2, ..., A -\- a -\- n — 1 
n aufeinander folgende zusammengesetzte Zahlen. Da namlich 
A durch a teilbar ist, so ist es auch A -^ a; da weiter A durch 
a -\- 1 teilbar ist, so ist es auch -4 -j- a -|- 1, u. s. w. 
^ '^' • • Bei spiel. Da 420 durch jede der fUnf aufeinander fol- 

v^^..^.i genden Zahlen 

: 3, 4, 5, • 6, 7 

» teilbar ist, so sind 

, 423, 424, 42p, 426, 427 

, .- . ^ u-.-.T I/a i^.- . -"•---, V - ^^•*-'"- *-''-\^^- •' ■•■'/' > 

/ t f 






% — 
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fdnf aufeinander folgende zusammengesetzte Zahlen, und zwar 
ist die erste durch 3 teilbar, die zweite durch 4, u. s. w. 



§• 13-: 

Divisoren einer Zahl. Anzahl, Summe und Produkt 

derselben. 

Wir nehmen an, es sei 

wo a, ft, c, . . . ungleiche Primzahlen, a, /3, y, . . .^ganze positive 
Zahlen sind, und stellen uns die Aufgabe, die samtlichen Divi- 
soren von m zu bilden. 

Da die Zahl m den Faktor a^ enthalt, so ist sie durch die 
a-f-1 Zahlen 

(1) 1, a, a2, . . ., a« 

teilbar. Weiter gehen in m, des Faktors b^ wegen, die Zahlen 
auf, die entstehen, wenn man jede der Zahlen (1) mit jeder der 
Zahlen ft, ft^, . . ., ft^ multipliziert. Auf diese Weise erhalt man 
(a -f- l)/5 neue Divisoren von m, namlich 

ft, aft, a^ft, . . ., a" ft 
ft2, afta, a2ft2, . . ., a«ft2 



(2) 



ft.^ aft^ aaft/», .. ., a«ft/*. 

Man hat dann im ganzen a -f- 1 -|- (a -f~ I)/' = (^"i~ UC/'+l) 
Divisoren. Dazu kommen drittens, wegen des Faktors c^^ alle 
diejenigen Zahlen, die man erhalt, wenn man jede der Zahlen (I) 
und (2) mit jeder der y Zahlen c, c^, . . ., c^ multipliziert. Da 
auf diese Weise (a -\- l)(fi -^ l)y neue Divisoren entstehen, so 
liefern die Faktoren a", ft/*, c^ im ganzen 

(«+l)(/J+l) + (« + l)(^ + l)y = («+l)(^ + l)(y+l) 

Divisoren von m. So fortfahrend erkennt man, dafs die Zahl 
m = a^ft^cy...** 

(a+l)(^+l)(y + l)...(x+l) 
Divisoren hat Dieselben sind offenbar die Glieder des Produkts 

(1 + a + aaH ^a«)(l 4-ft + ...-f ft/*)...(l+A;H |-ft*), 
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ihre Summe betragt somit 

0« + l_l ft/5 + 1 _i fcx + l — l 



• • • 



a— 1 6 — 1 h — I 

Beispiel. DieZahl360 = 28.32.5hat(3H-l)(2+l)(l + 1) 
= 24 Divisoren; es sind dies die Glieder des Produkts 

(1 + 2 + 4 + 8)(1 + 3 + 9)(1 + 5), 
also die Zahlen 

1, 2, 4, 8; 3, 6, 12, 24; 9, 18, 36, 72; 
5, 10, 20, 40; 15, 30, 60, 120; 45, 90, 180, 360. 

Ihre Summe betragt 

24 — 1 33^1 52 — 1 15 26 24 

Lehrsatz. Bezeichnet f& die Anzahl der Divisoren 

1 

— lA 

einer Zahl m, so ist das Pro|dukt derselben m^ . 

Beweis. Wenn m keine Quadratzahl ist, so lassen sicb die 
Divisoren in Gruppen von je zweien so zusammenstellen , dafs 
das Prodnkt der Glieder jeder Gruppe gleich m ist. Da sich 



nun im ganzen ^ Gruppen ergeben, so ist das Produkt aller 



Divisoren m^ . 

Ist dagegen m eine Quadratzahl, m = a^" 62i*...A;**, also die 
Anzahl der Divisoren* eine ungerade Zahl fi = 2v -\- 1, so konnen 

wir vorlaufig den Divisor '^m = a^..,Jc* ausscheiden und die 
iibrigen Divisoren in Gruppen von je zweien in der Weise ordnen, 
dafs wieder die Glieder jeder Gruppe das Produkt m haben. Da 
V solcher Gruppen vorhanden sind, so ergiebt sich als Gesamt- 

produkt m^^ und wenn wir diese Zahl mit dem letzten Divisor j^ 
multiplizieren, so erhalten wir als Produkt aller Divisoren 

m 2^ (j^ 1^ ^a . 

Beispiel. 360 = 28.32.5 hat 4.3.2 = 24 Divisoren, deren 
Summe 1170 und deren Produkt 360^2 ist. 

Aufgaben. L Welches ist die kleinste Zahl, die 24 Divi- 
soren hat? 

Losung. Da 24 = 2.2.2.3 = 2.3.4 = 3.8 = 2,2.6 
= 2. 12 = 4. 6 = 1.24 ist, so hat jede Zahl jeder der sieben 
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Formen ahcd\ ah^e\ a^h\ ahc\ a 6", a^l\ a^\ wo a, 6, c, d 
ungleiche Primzahlen bedeuten, 24 Divisoren. Die kleinste Zabl 
der ersten Form ist 2^ . 3 . 5 • 7 = 420, die der zweiten 2^ . 3^ . 5 = 360, 
die der dritten 27.32 = 1152, die der vierten 2^3.5 = 480, die 
der fiinften 2ii.3 = 6144, die der sechsten 25.38 = 864, die der 
siebenten 223 = 8388608, also die kleinste von alien 360. 

IL Welche Zahl ist gleich dem Produkt ihrer Divisoren (die 
Zahl selbst ausgeschlossen)? 

Losung. Es soil 

m = = m^ , 

also 

I f* - 1 = 1, 

d. h. (1 = 4: sein. Die Zahl mufs also vier Divisoren haben, 
Oder, da 4 = 1.4 = 2.2 ist, von einer der beiden Formen 

sein, wo j>, q Primzahlen bedeuten. 

III. Beweise, dafs eine Zahl mit einer ungeraden Anzahl _ 

von Divisoren eine Quadratzahl ist. 1^=^ ^ (M(P^»Xt-»-0-- "^ Vo.l(^^ ^>>Yf4, 

IV. Beweise, dafs eine Zahl, fur welche dieAnzanl der li ^ 1 1 
Divisoren eine Primzahl q ist, die Form pi-^ haben mufs, wo p CUe^^jt^ 
ebenfalls eine Primzahl bezeichnet. 

V. Die Divisorensumme von 751 530^ zu bestimmen. Es ist, 

7515308 = 23.33.58.133.413.478, 

2*— 1 = 15 = 3.5, 

3*— 1 

= 40 = 23.5, 

= 156 = 22.3.13, 

= 2380 = 22.5.7.17, 

= 70644 = 22.3.7.292, 

^^ = 106080 = 25.3.5.13.17, 
also die gesuchte Divisorensumme 





2 




5* 


— 


1 




4 




13< 


^ 


1 




12 




iV 


i 


1 




40 




iV 


I 


1 
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21*. 3*. 5*. 73. 132. 172. 29a, 
d. i das Quadrat von 

27.32.52.7.13.17.29. 

VI. Beweise folgenden Satz: Wenn 2" -)- 1 ®i°® Primzahl 
ist, 80 betragt die Zahl 2«— ^(2** 4" 1) ^^^^ Einheiten mehr als 
die Summe ihrer Divisoren (die Zahl selbst natiirlich aus- 
geschlossen). 

VII. Entwickelt man (durch Division) den Ausdruck 

I 1 /*.2 I 1 /*.« I 



• . . 



I — X ' 1— a?2 ' 1 — X^ 

nach steigenden Potenzen von x, so erhalt man die Beihe 

X -\-2x^ -\- 2x^ + 3x^ + 2x'^ -f- 4a;« + 2ic7 -.j 

Es soil bewiesen werden, dafs der Eoeffizient jedes Gliedes 
gleich der Anzahl der Divisoren seines Exponenten ist, dafs also 
im besonderen jedes Glied, dessen Exponent eine Primzahl ist, 
den Koeffizienten 2 hat (Lambert, s. Lacroix, traite du calcul 
diff. et du calc. int. Ill, p. 466). 

VIII. Die Zahl m = a^fti^c^ ..., in welcher a, 6, c ... un- 
gleiche Primzahlen, a, /3, y, ... ganze positive Zahlen bezeichnen, 
ist die r*® Potenz einer ganzen Zahl A, wenn jeder der Expo- 
nenten a, /3, y, ... durch r teilbar ist. 

1. Anmerkung. Fermat^) hat (Varia Opera math., p. 188 
= Oeuvres II, p. 332) im Jahre 1657 dem Wallis und den 
iibrigen englischen Mathematikern die beiden Aufgaben gestellt: 

Einen Kubus zu finden, dessen Divisorensumme ein Quadrat 
ist, wie z. B. 343, fiir welche Zahl man l -(- 7 + 49 + 343 
= 400 = 202 hat. 

Ein Quadrat zu finden, dessen Divisorensumme ein Kubus ist 

Wallis behandelt die Sache Opera, Bd. II, p. 511 ff. und 
p. 824 ff. und stellt zugleich die Gegenaufgabe: 

Zwei Quadrate von gleicher Divisorensumme zu finden, wie 
es z. B. 25 und 16 sind, da l-)-5 + 25 = 1 + 2 + 4 + 8 
+ 16 = 31 ist. 



^) Naheres dariiber findet man Id der Arbeit von G. Wertheim: 
Pierre Fermats Streit mit John Wallis (Abhandlungen zur Geschichte 
der Mathematik, Bd. IX). 
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Die Losung dieser und ahnlicher Aufgaben setzt die Her- 
stellung einer Tabelle voraus, in der fur jede Zahl die zugehorige 
DivisoreDSumme angegeben ist. Man kann sich dabei nach dem 
oben fiir die Divisorensumme hergeleiteten Ausdruck auf die 
Primzahlen und die Potenzen derselben beschranken, und was 
die letzteren betrifft, so erhalt man offenbar die Divisorensumme 
von a** + S indem man a** + ^ zu derjenigen von a* addiert. 

2. Anmerkung. Eine merkwurdige Formel zur Berechnung 
der Divisorensumme einer Zahl hat Euler gefunden und nach 
vielen Bemiihungen mittels Betrachtungen , die das Gebi6t der 
Elementarmathematik iiberschreiten , bewiesen (Observatio de 
summis divisorum, Gommentationes arithmeticae coUectae, I, 
p. 146 ff. S. auch Bachmann, Analytische Zahlentheorie, S. 25). 



§. 14. 
Vollkommene Zahlen. 

Eine Zahl heifst vollkommen, wenn sie der Summe ihrer 
Divisoren, die Zahl selbst ausgeschlossen, gleich ist, mit anderen 
Worten, wenn die Divisorensumme das Doppelte der Zahl ist. 
Betragt dagegen die Divisorensumme mehr oder weniger als das 
Doppelte der Zahl, so heifst die Zahl im ersten Falle iiber- 
schiefsend, im zweiten mangelhaft. (Von den vollkommenen 
Zahlen spricht schon Euklid [IX, 36], von den uberschiefsenden 
und mangelhaften erst Nikomachus von Gerasa, I, 14 — 16.) 

Ungerade vollkommene Zahlen sind zur Zeit nicht bekannt. 
Hinsichtlich der geraden gelten folgende Satze: 

1. Lehrsatz. Eine gerade vollkommene Zahl mufs 
von der Form 2"(2« + i — 1) sein, wo 2" + ^ — 1 eine Prim- 
zahl ist. 

Beweis. Es sei 

m = 2«i)^g>' . . . 

eine vollkommene Zahl, also nach der Definition 

(1-f 2+22-j ^2«)(l+;?-|-i>2-) [-2)/«)(]+3-| |-g>')--- 

= 2«+ip/*g>' ..-, 
oder 
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« 

~~ 2« + ^ — 1 ^ ^ "T"2«+i— 1 

Da nun 

(1 -\-p-\ — )(i + 2H — ) ••• 

eine ganze Zahl ist, so mufs auch 

jj/* ^y . . . 

2« + i — 1 

eine ganze Zahl sein, und zwar eine Zahl , welche keine anderen 
Primzahlen als 2>^ 2i«.- enthalten kann. Die rechte Seite der 
Gleichung 

enthalt also zwei Glieder; dasselbe mufs folglich mit der linken 
Seite der Fall sein, es mufs also 

/3=1, ); = d = ... = 

vorausgesetzt werden, d. h. es ist 

wo p eine Primzahl bezeichnet, deren Form jetzt bestimmt 
werden soil. 

Nach der Definition der voUkommenen Zahlen ist 

(2« + i_ l)(i +2)) = 2« + ip = (2« + i — l)i? +i?; 

daraus ergiebt sich durch Division mit 2" + ^ — 1 

und damit 

I =1 

2« + i_l 

sei, ist 

p = 2« + i — 1 
anzunehmen. 

2. Lehrsatz. Wenn 2« + i — 1 eine Primzahl ist, so ist 
2«(2« + i — 1) eine vollkommene Zahl (Euklid, IX, 36). 

Beweis. Die Divisorensumme der Zahl 2"(2" + i — 1) ist 
nach dem Friiheren, da der zweite Faktor eine Primzahl ist, gleich 
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2a + 1 



2 — 1 



(2« + i _ 1 -|- 1) = 2« + i.(2« + i — 1), 



also gleich dem Doppelten der Zahl. 

Anmerkungen. I. Die Divisiou von (2^^ — 1) : (2"* — 1) 

ergiebt als Quotienten 1 + 2~ + 22«» -( 1- 2(* - !>•». Daher 

ist 2^^ — 1 sowohl durch 2"* — 1 , als auch durch 2" — 1 teil- 
bar, und 2" + ^ — 1 kann nur dann eine Primzahl sein, wenn 
a -|- 1 eine Primzahl ist. Man darf aber nicht umgekehrt sagen, 
dafs fiir jede Primzahl a + 1 auch 2* + ^ — 1 eine Primzahl sei. Die 
folgende, aus E. Lucas, Theorie des Nombres, p. 375 entnommene 
Tabelle giebt die gegenwartig bekannten Primzahlen p, fiir welche 
2p — 1 eine zusammengesetzte Zahl ist; neben jede dieser Zahlen 
p ist der kleinste Divisor d gestellt, den 2^ — 1 zulaM. 



p 


d 


P 


d 


P 


d 


11 


23 


59 


179 951 


179 


359 


23 


47 


73 


439 


191 


383 


29 


233 


79 


2 687 


211 


15193 


37 


223 


83 


167 


223 


18 287 


41 


13 367 


97 


11447 


233 


1399 


43 


431 


113 


3 391 


239 


479 


47 


2 351 


131 


263 


251 


503 


53 


6361 


151 


18121 






P 


d 


P 


d 


P 


d 



Die ersten acht gegenwartig bekannten voUkommenen Zahlen 
giebt die folgende Tabelle: 



p 


2P-1 


2^ — 1 


2^-1 (2P _ 1) 


2 


2 


3 


6 


3 


4 


7 


28 


5 


16 


31 


496 


7 


64 


127 


8128 


13 


4096 


8191 


33 550 336 


17 


65536 


131 071 


8 589 869 056 


19 


262144 


524 287 


137 438 691 328 


81 


1 073 741 824 


2 147 483 647 


2 305 843008139 952128 
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Eine neunte, dem Werte ^^ = 61 entsprechende vollkommene 
Zahl hat Paul Seelhoff ermittelt. 

II. Die letzte Ziffer einer (dekadisch geschriebenen) voll- 
kommenen Zahl ist 6 oder 8i); denn es sind die Endungen von: 



2P 

2* 
2^ 



— 1 



— 1 . . . 

-^(2^ — 1) 



2 


4 


8 


6 


2 


4 


8 


6 


2 


4 


3 


7 


5 


1 


3 


6 


8 




6 


6 



III. Jede vollkommene Zahl, mit Ausnahme von 6, giebt bei 
der Division durch 9 den Rest 1. (Der Satz ist zuerst 1510 von 
Charles de Bouvelles ausgesprochen und 1603 von Pietro 
Antonio Gataldi bewiesen.) 2^ — 1 und 2^—^ geben namlich 
bei der Division durch 9 fiir die Werte von p — 1 = 0, 1, 2, . . . 
die in der folgenden Tabelle angegebenen Reste: 



1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


3 


7 


6 


4 





1 


3 


7 


6 


2 


4 


8 


7 


5 


1 


2 


4 


8 



p — 1 . . . . 
2^ — 1 ... 

A • . . • 



Da 2^ — 1 eine Primzahl sein soil, so fallen die Formen 
9fc + 6, 9fc, 9&-|-3 weg. Jede Primzahl 2p — 1, mit Aus- 
nahme der Zahl 3, ist also von einer der Formen 

9fc + 7, 9fc + 4, 9fc + l, 
denen beziehungsweise die Formen 

9Z4-4, 9Z + 7, 9Z + 1 
von 2^—1 entsprechen, und da das Produkt zweier Zahlen der 
einander entsprechenden Formen otfenbar bei der Division durch 
9 den Rest 1 ergiebt, so ist der Satz bewiesen. 

IV. Im dyadischen System ist eine vollkommene Zahl von 

der Form 

111 ... 1 000 ... 

n -\- I n 

so z. B. ist 6 = 110, 28 = 11100, 496 = 111110000, u. s. w. 

^) Diese Thatsache war schon dem Nikomachus von Gerasa bekannt. 
^Afi&S^/Lttjt&xri Eiaayayyri, Ausgabe von R. Hoche, S. 40. 
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V. Aus der Betrachtung der Tabelle 
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p 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


2^ — 1 


1 


3 


7 


15 


31 


63 


127 


255 


511 


1023 


2047 



entnimmt Fermat (Varia Opera math., p. 177 = Oeuvres II, 
p. 198) folgende Satze, die er die Grundlage fiir die Ermittlung 
der Yollkommenen Zablen nennt, und die er, wie er sagt, nicht 
ohne Miihe bewiesen babe: 

1. Wenn p eine zusammengesetzte Zahl ist, so ist aucb 
2^ — 1 zasammengesetzt. 

2. Wenn p eine Primzahl ist, so ist 2^ — 2 immer durcb 
2p teilbar. 

3. Wenn p eine Primzabl ist, so ist 2^ — 1 nur durcb 
Primzablen von der Form 2ip -(- 1, wo ft eine ganze Zabl be- 
deutet, teilbar. (S. §. 99, Lebrsatz II.) 

Der erste dieser Satze ist oben in der ersten Anmerkung 
bewiesen. 

Der zweite Satz ist ein specieller Fall des ^Fermat'schen 
Satzes^, der uns spater beschaftigen wird. 

Der dritte Satz verringert erbeblich die Anzahl der Divi- 
sionen, die man yorzunebmen bat, um zu finden, ob 2^ — 1 eine 
Primzabl sei oder nicht. Um z. B. 2^^ — 1 = 2047 zu priifen, 
hat man die Division nur mit den Primzablen der Form 22 ft -f- 1, 

die kleiner als y2047 = 45, ... sind, also nur mit der ein en 
Zahl 23 zu versuchen; es ergiebt sich, dafs 2047 = 23.89 ist. 
Ebenso findet man, dafs 8191 = 2^* — 1 eine Primzabl ist, da 
diese Zabl weder durcb 53, noch durcb 79 teilbar ist. 

VI. Statt Zahlen zu suchen, bei denen die jedesmalige Divi- 
sorensumme das Doppelte der Zabl betragt (voUkommene Zahlen), 
kann man aucb nach Zahlen fragen, bei denen die Divisoren- 
summe das Dreifache oder das Vierfache u. s. w. der Zahl ist. 
Mit dieser schon von Fermat (Varia Opera math., p. 178 = Oeuvres 
II, p. 248) in Angriff genommenen allgemeineren Aufgabe bat 
sich besonders (fur specielle Falle) Legendre (Theorie des 
nombres II, p. 146 ff.) beschaftigt. 
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§. 15. 
Befreundete Zahlen. 

Zwei Zahlen heifsen befreundet, wenn jede derselben • der 
Summe der Divisoren der andern, mit AusschloXs der Zahl selbst, 
gleich ist, oder, was auf dasselbe hinauslauft, wenn die ganze 
Divisorensumme einer jeden gleich der Summe der beiden Zahlen 
ist. Von dieser Art sind z. B. 284 = 22.71 und 220 = 22.5.11 ; 
denn es ist 

l + 2 + 4 + 54-10+ll+20 + 22 + 44-(- 55 + 110 = 284 

und 

1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220, 

oder die Summe der Divisoren von 284 ist 7 . 72 = 504, und die 
von 220 ist 7 . 6 . 12 = 504 = 284 + 220. 

Anmerkung. Mit den befreundeten Zahlen haben sich 
schon die alten Pythagoraer beschaftigt (s. Cantor, Geschichte 
der Mathematik, I, S. 156 und 691); die erste Kegel zur Bildung - 
derselben hat der arabische Gelehrte Tabit ibn Kurra (826 — 901) 
gegeben. Dieselbe lautet: 

„Wenn p = 3.2»» — 1, g = 3.2»-i — 1 und r = 32.22»-i — 1 
gleichzeitig Primzahlen sind, so sind 

A = 2''pq und JB = 2»»r 
befreundet". Le Lasseur hat nach Edouard Lucas, Theorie 
desNombres, I, p. 381 die Werte von p^ g, r fUr w = 1, 2, 3, .. ., 35 
gepriift und gefunden, dafs nur den drei Werten w = 2, 4, 7 
befreundete Zahlen entsprechen. Die von Bernard Frenicle 
de Bessy dem Claude Mylon mitgeteilte Kegel zur Bildung 
befreundeter Zahlen (Oeuvres de Huygens, II, p. 26) ist mit 
der von Tabit ibn Kurra gegebenen im Grunde identisch. Am 
meisten hat sich Euler mit dem Gegenstande beschaftigt (Opus- 
cula varii argumenti, II, p. 23 ff. = Commentationes arithm. 
coUectae, 1, p. 102 ff.), auch Legendre behandelt denselben 
(Theorie des nombres, II, p. 148). 

§. 16. 

Der grofste gemeinschaftliche Divisor von Zahlen. 

Kelative Primzahlen. 

Wenn wir die Divisoren einer Zahl mit denjenigen einer 
zweiten Zahl vergleichen, so sind zwei Falle moglich: Die Zahlen 
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haben entweder (aufser der Einheit) einen oder. mehrere Divisoren 
gemeinschaftlich, oder es sind keine gemeinschaftlichen Divisoren 
vorhanden. Im letzteren Falle, wenn die beiden Zahlen also nur . 
den Divisor 1 gemeinscbaftlich haben, nennt man sie teiler- 
fremd oder prim zu einander oder relative Primzahlen. 
Im ersteren Falle erhebt sich die Frage, wie der grofste ge- 
meinschaftliche Divisor der Zahlen gefunden werden konne. 

So z. B. hat 

12 die Divisoren 1, 2, 3, 4, 6, 12; 
30 „ n h 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30; 

175 „ „ 1, 5, 7, 25, 35, 175. 

Die Zahlen 12 und 30 haben also die Divisoren 2, 3, 6 gemein- 
scbaftlich; der grofste derselben ist 6. Die Zahlen 30 und 175 
haben nur den Divisor 5 gemeinscbaftlich. Die Zahlen 12 und 175 
sind relative Primzahlen, da keiner der Divisoren von 12 zugleich 
ein Divisor von 175 ist. 

Man kann auch mehr als zwei Zahlen daraufhin betrachten, 
ob sie Divisoren (aufser 1) samtlich gemeinsam haben oder nicht. 
Die oben betrachteten drei Zahlen 12, 30, 175 sind teilerfremd, 
die Zahlen 12, 30, 42, 66 haben den grofsten gemeinschaftlichen 
Divisor 6. 

Wenn jede der vorgelegten Zahlen in ihre Primzahlpotenzen 
zerlegt ist, so macht die Beantwortung der Frage, ob dieselben 
teilerfremd seien, und welches im entgegengesetzten Falle ihr 
grofster gemeinschaftlicher Divisor sei, keine Schwierigkeit. Die 
Zahlen sind teilerfremd, wenn keine Primzahl da ist, die in 
alien Zerlegungen vorkommt. Wenn die Zahlen nicht teiler- 
fremd sind, so findet man ihren grofsten gemeinschaftlichen Di- 
visor auf folgende Weise: Man nimmt samtliche den vorgelegten 
Zahlen gemeinschaftliche Primfaktoren, giebt jedem den kleinsten 
Exponenten, den er in einer der Zahlen hat, und multipliziert 
die so erhaltenen Potenzen. So z. B. haben die Zahlen 

2100 = 22.3.52.7, 8820 = 22.32.5.72, 360 = 23.32.5 

den grofsten gemeinschaftlichen Divisor 22 . 3 . 5 = 60. 

Sehen wir jetzt, wie zu verfahren ist, wenn die vorgelegten 
Zahlen nicht erst in ihre Primzahlpotenzen zerlegt werden soUeu. 

1. Aufgabe. Den grofsten gemeinschaftlichen Divisor zweier 
Zahlen a und 6 < a zu ermitteln (Euklid VII, 2). 

Wertheim, Zahlenlehre. 3 
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Wenn die Zahl 6 in a aufgeht, so ist sie, da sie auch in 
sich selbst aufgeht, ein gemeinschaftlicher Divisor von a und 
b. Sie ist aber auch der grofste gemeinschaftliche Divisor, da 
keine grofsere Zahl als b in b aufgehen kann. 

Wir nehmen jetzt an, b gehe nicht in a auf. Wir dividieren 
dann a durch b. Die Division ergebe den Quotienten q und den 
Rest r <C b, so dafs a = bq -}- r ist. Aus dieser Gleichung er- 
kennt man sofort, dafs der grofste gemeinschaftliche Divisor von 
a und b mit demjenigen von • b und r identisch ist. Welter 
dividieren wir b durch r; der Quotient sei g,, der Rest ri. Dann 
wird Ti <i r und der grofste gemeinschaftliche Divisor von b 
und r, also auch derjenige .von a und b mit dem von r und Tj 
identisch sein. In dieser Weise fahren wir fort, bis der Rest 
Null erscheint, und da die Reste immer kleiner werden, so nmfs 
dies nach einer endlichen Anzahl von Divisionen einmal ge- 
schehen. Wir haben dann die Gleichungen 

a = 6g -j- r 
b = rqi + n 

r = r^q2-]-r2 



^m — 1 ^m ^m + 1 -f- ^m + 1 

^»» ^^^= ^m + 1 qm + 2 1 

aus deren letzter hervorgeht, dafs der grofste gemeinschaftliche 
Divisor von r^ und rm + it also auch derjenige aller vorher- 
gehenden Zahlenpaare r^-i und r^, ..., r und ri, b und r, a 
und b der zuletzt als Divisor benutzte Rest r^ + 1 ist. 

Folgerung: Wenn eine Zahl in zwei gegebenen Zahlen 
aufgeht, so geht sie auch in dem grofsten gemeinschaftlichen 
Divisor derselben auf. 

2. Aufgabe. Den grofsten gemeinschaftlichen Divisor mehrerer 
Zahlen a, 6, c, ... zu bestimmen (Euklid VII, 3). 

Man bestimme den grofsten gemeinschaftlichen Divisor d der 
beiden Zahlen a, b. Wenn dann erstens d in c aufgeht, so ist 
die Zahl d, weil sie auch in a und b aufgeht, ein gemeinschaft- 
licher Divisor von a^ b^ c und zwar — wie wir jetzt beweisen 
woUen — der grofste gemeinschaftliche Divisor dieser drei Zahlen. 
Hatten dieselben namlich einen gemeinschaftlichen Divisor e, der 
> d ware, so wiirde die Zahl e, weil sie in a und b aufgeht, 
auch in d aufgehen miissen, was wegen e '^ d unmoglich ist. In 
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diesem Falle ist also d der grofste gemeinschaftliche Divisor 
von «, 6, c. 

Wenn zweitens d in c nicht aufgeht, so lafst sich zunachst 
zeigen, dafs d und c nicht teilerfremd sein konnen, sobald an- 
genommen wird, dafs a, J, c einen gemeinschaftlichen Divisor 
haben. Dieser mufs namlicb, da er in a und h aufgeht, auch in d 
aufgehen; er geht aber auch in c auf, ist also d und c gemein- 
schaftlich. Somit konnen c und d nicht teilerfremd sein. Wir 
bestimmen jetzt den grofsten gemeinschaftlichen Divisor e von c 
und d. Da nun e in d und d in a, 6 aufgeht, so wird e eben- 
falls in a, b aufgehen. e ist aber auch in c enthalten, folglich ist 
e ein gemeinschaftlicher Divisor von a, 6, c. Es ist noch zu be- 
weisen, dafs e der grofste gemeinschaftliche Divisor von a, 6, c 
ist. Ginge / > c in a, ft, c auf, so miifste /, als Divisor von a 
und 6, auch in d aufgehen. / ist aber auch in c enthalten, folg- 
lich miifste / als gemeinschaftlicher Divisor von d und c auch 
in e aufgehen, was wegen f > c unmogHch ist. Der grofste ge- 
meinschaftliche Divisor von a, ft, c ist also e. 

Man erkennt leicht, dafs man durch wiederholte Anwendung 
dieses Verfahrens den grofsten gemeinschaftlichen Divisor beliebig 
vieler gegebenen Zahlen bestimmen kann. 

Beispiel. Es soil der grofste gemeinschaftliche Divisor 
der oben benutzten Zahlen 8820, 2100, 360 bestimmt werden. 

Da 

8820 = 2100.4 + 420, 

2100 = 420.5 

ist, so ist 420 der grofste gemeinschaftliche Divisor von 8820 und 
2100. Weiter ist 

420 = 360 . 1 + 60 und 360 = 60 . 6, 

also 60 der grofste gemeinschaftliche Divisor der drei vorgelegten 
Zahlen. 

§• 17. 
Satze iiber relative Primzahlen. 

1. Lehrsatz. Wenn a und h relative Primzahlen 
sind, so geht jeder gemeinschaftliche Divisor von ale 
und 6 in fc auf. 

3* 
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Beweis. Da a prim zu h ist, so gelangt man bei den in 
der 1. Aufgabe des §. 16 angegebenen Divisionen zu dem Rest 1, 
erhalt also, wenn man daselbst r^ + i = 1 annimmt und sodann 
mit fc multipliziert: 

ah = bqk -\- rh 
hlz = rgjfc -f- rifc 



Die Betrachtung dieser Gleicbungen lehrt, dafs ein gemein- 
schaftlicher Divisor von afc und b auch in rfc, folglich, weil in 
h und rfc, auch in rjfc, u. s. w., endlich auch in Tc aufgehen mufs. 

Ist im besonderen ak durch 6 teilbar, so mufs Tz durch b 
teilbar sein. 

2. Lehrsatz. Wenn jede der beiden Zahlen a, fc prim 
zu b ist, so ist auch das Produkt ale prim zu b. 

Beweis. Ein gemeinschaftlicher Divisor von ah und 6 
miifste nach dem 1. Satz in h aufgehen, wahrend h prim zu b 
sein soil. 

Zusatz. Potenzen relativer Primzahlen sind prim 
zu einander. 

Beweis. Wenn a prim zu b ist, so ist nach dem 2. Satz 
auch a2, daher nach demselben Satz auch a^, u. s. w., allgemein 
a^ prim zu b, Auf dieselbe Weise folgt aus der Annahme, b sei 
prim zu a*", dafs auch 62^ j3^ u. s. w., allgemein 6»» prim zu 
a^ sein mufs. a"* und 6** sind also relative Primzahlen. 

3. Lehrsatz. Wenn die Summe oder die Differenz 
zweier irreducibelen Briiche eine ganze Zahl ist, so 
sind die Nenner der Briiche einander gleich. 

Beweis. Es seien a, ft, c, d ganze Zahlen, a prim zu 6, c 
prim zu d und zunachst 

a , c 

wo auch e eine ganze Zahl bezeichnet. 

Dann ist 

7 be 

a = e T-, 

a 

und da c prim zu d ist, so mufs d in b aufgehen. Es ist aber 
auch 
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, ad 
c = ae r-i 



und da a prim zu b ist, so mufs 6 in d aufgehen. Es ist somit 
b = d. Der Beweis ist derselbe fiir den Fall, dafs die Differenz 
der Briiche eine ganze Zahl ist. 

Anwendungen. I. Wir teilen die Peripherie eines Kreises 
in n gleiche Teile, verbinden einen Teilpunkt mit dem um 
k Teile entfernten Punkte, diesen mit dem in demselben Sinne 
wieder um h Teile entfernten Punkte, und fahren so fort, so 
warden wir schliefslich — notigenfalls. nach mehreren Umlaufen 
— zum Ausgangspunkt zuriickgelangen , also ein geschlossenes 
regelmafsiges Polygon konstruiert haben. Denn da die Anzahl 
der Ecken eine endliche ist, so mufs man schliefslich zu einer 
schon beriihrten kommen, und zwar zur Ausgangsecke; denn 
ware die von neuem erreichte Ecke eine andere, so ware von 
ibr aus ein geschlossenes Polygon gebildet, und ein gleiches 
miifste dann von der Ausgangsecke aus. moglich sein. Das so 
gebildete Polygon habe m Ecken, wo m ^ n ist. 

Wir nehmen nun weiter eine der etwa noch nicht be- 
riihrten n — m Ecken als neuen Ausgangspunkt und bilden, 
immer um k Teile weiter gehend, ein zweites Polygon von 
m Ecken; beide Polygene konnen keine Ecke gemeinsam haben, 
da sie sonst vollstandig zusammenfallen miifsten. Mit den jetzt 
noch nicht beriihrten n — 2 m Ecken verfahren wir in derselben 
Weise, bis alle benutzt sind; es werden dann h Polygene von je 
m Ecken gebildet sein, und da jetzt alle n Ecken, jede einmal, 
beriihrt sind, so ist 

n = mh. 

Wird weiter die Anzahl der voUstandigen Umlaufe, die man 
gemacht hat, um eines der h Polygene zu bilden, mit r be- 
zeichnet, so kann der dabei durchlaufene Weg durch rn aus- 
gedriickt werden. Als zweiter Ausdruck fiir denselben Weg er- 
giebt sich mfc, da das Polygon ein m-Eck ist und der Bogen 
zwischen je zwei benachbarten Ecken nach Voraussetzuug gleich 
Ic ist. Es ist also 

n r = m fc, 

Oder, wenn n durch mh ersetzt und sodann durch m dividiert 
wird, k = hr. Aus den beiden Formeln 
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(1) n = hm^ (2) Jc = hr 

ergiebt sich Folgendes: 

Die Anzahl h der auf die dargelegte Weise ge- 
bildeten Polygone ist gleich dem grofsten gemeiu- 
schaftlichen Divisor von n und fe; es wird im beson- 
deren nur ein Polygon entstehen, wenn n und k prim 
zu einander sind. 

II. Beweise folgende 3atze: 

1. Dividiert man zwei Zahlen durch ihren grofsten gemein- 
scbaftlicben Divisor, so sind die Quotienten prim zu einander. 

2. Zwei aufeinander folgende Zahlen sind prim zu einander. 
3* Die Anzahl der Divisoren einer Potenz ist prim zum 

Exponenten. 

4. In der zuerst von Leonardo Pisano (Scritti, ed. Bon- 
compagni I, p. 283) angewandten Reihe, deren beide ersten 
Glieder 0, 1 sind, und bei der jedes folgende Glied die Summe 
_ ^ der beiden vorhergehenden ist, 

{j'n^i^'^M 6, 1, 1, 2, 3, 6, 8, 13, ..., Un, Wn + 1? Wn + 2, .-m . 

ist jedes Glied prim zu jedem der beiden folgenden; in derselben 
Reihe folgen auf ein gerades Glied immer zwei ungerade, 
auf ein ungerades hochstens ein gerades. 

Anmerkung. Mit dieser Reihe haben sich u. a. Albert 
Girard (s. Oeuvres de Simon Stevin, Leiden 1633, Vol. I, p. 170) 
und spater sehr eingehend Leibniz (Math. Schriften, heraus- 
gegeben von C J. Gerhardt VII, S. 40 ff.) beschaftigt. Ersterer 

findet, dafs — ^^— sich bei wachsendem n der Seite des dem 

Un + l 

Kreise vom Radius 1 einbeschriebenen regularen Zehnecks nahert. 
Leibniz giebt noeh folgende Eigenschaften der Reihe an: 

N^ U'., . .I. ; v'^, 1) «n — I— Un-2 + Wn- 3 H h ^0, 

i_[.^ . . ,v^.rr' . •■' '' -^ ^"^ ^* 2) t^» . Wn + 3 = % + 1 . ^n + 2 ± 1 , 

Das kleinste Vielfache von Zahlen. 

Unter dem kleinsten Vielfachen der Zahlen a, 6, c, ... ver- 
s.teht man (die kleinste der unendlich vielen Zahlen, die durch 
jede der Zahlen a, 6, c, ... teilbar sind. 
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Wenn die Zahlen a, 6, c, ... in ihre Primfaktoren zerlegt 
sind, so bildet man dieses kleinste Vielfache auf folgende Weise: 

Man nimrat jede Primzahl, die in einer der Zahlen a, 6, c, ... 
vorkommt, giebt ihr den grofsten Exponenten, den sie in einer 
derselben hat, und bildet das Produkt der so erhaltenen Potenzen. 

Beispiel. Die Zahlen 

504 = 23.32.7, 240 = 2*. 3. 5, 864 = 25.38 

haben das kleinste Vielfache 

2^.33.5.7 = 30240. 

Wir wollen jetzt zeigen, wie man das kleinste Vielfache ge- 
gebener Zahlen ermittelt, ohne ihre Primfaktoren zu benutzen 
(Euklid VII, 34, 35, 36). 

1. Auf gab e. Das kleinste Vielfache zweier gegebenen Zahlen 
a und b zu finden. 

Losung. a und b sind entweder relative Primzahien, oder 
sie sind es nicht. Wir setzen erstens voraus, a sei prim zu ft, 
und es sei ab = c. Dann ist c ein Vielfaches sowohl von a als 
auch von J, und wir wollen jetzt beweisen, dafs c das kleinste 
Vielfache dieser beiden Zahlen ist. Gingen a und b in einer Zahl 
d <i c auf und ware 

d d . 

also 

ae = d, bf= d, 

so miifste ae =^bf sein. Es wiirde also die Proportion 

a :b = f : e 

bestehen, und da a prim zu b ist, so miifste b m e aufgehen. 
Dann ginge aber auch ab m ae auf, d. i. c in d. Das ist un- 
moglich, da d <C c ist. a und b gehen also in keiner Zahl auf, 
die kleiner als c ist, oder c ist das kleinste Vielfache von a und 
ft. Das kleinste Vielfache zweier Zahlen, die prim zu einander 
sind, ist somit das Produkt beider Zahlen. 

Zweitens seien a und 6 nicht prim zu einander. Nehmen 
wir dann die kleinsten Zahlen /, e, welche dasselbe Verhaltnis 
wie a und ft zu einander haben, so dafs also a:b =/:6 ist, so 
ergiebt sich ae = bf^ und wenn ae = c ist, so mufs auch 
bf = c sein. Jede der Zahlen a, ft geht somit in c auf, oder c 
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ist ein Vielfaches sowohl von a als auch von b. Wir behaupten 
nun, dafs c das kleinste Vielfache von a und b ist. Gabe es 
eine Zahl d << c, in die sowohl a als auch b aufginge, und wiirde 

d ^ d 

a ' b ^ 

gesetzt, so hatten wir ah = d^ bg = d, folglich ah = bg oder 
a:b = g:h, Es ist aber auch a:b=f:e^ folglich miifsteyie 
= g:h sein , und da / und e die kleinsten Zahlen sein sollen, 
die sich wie a:b verhalten, so miifste e in fe, also auch ae in 
a fe, d. i. c in d aufgehen. Das ist aber unmoglich, da d < c ist. 
Daher giebt es kein Vielfaches von a und t, das < c ware, oder 
c ist das kleinste Vielfache von a und b, Man findet also das 
kleinste Vielfache zweier Zahlen a und 6, die* ein en grofsten ge- 

meinschaftlichen Divisor S haben, indem man a mit ^ oder, was 

dasselbe ist, b mit -^ multipliziert. 

Beispiele. Das kleinste Vielfache von 27 und 16 ist 
27.16 = 432, dasjenige von 27 und 36 ist 

36 . ^ Oder 27 • $ = 108. 

HUfssatz. Wenn zwei Zahlen a, b in einer Zahl m 
aufgehen, so geht auch ihr kleinstes Vielfache v in 
m auf. 

Beweis. Ginge v nicht in m auf, so wiirde die Division 
von m durch v einen Quotienten q und einen Rest r <i v er- 
geben ; es ware also m = qv -\- r. Da nun a und 6 in m und 
ebenso in v aufgehen, so miifsten sie auch in dem Rest r auf- 
gehen, und das ist wegen r <C v unmoglich. 

2. Auf gabe. Das kleinste Vielfache mehrerer Zahlen 
a, 6, c, ... zu finden. 

Man bestimme das kleinste Vielfache der beiden Zahlen a 
und b] dasselbe sei m. Dann geht die dritte Zahl c entweder 
in m auf oder nicht. "Wir nehmen erstens an, c gehe in m 
auf; dann ist, da auch a und b in m aufgehen, m ein Vielfaches 
von a, 6, c, und es lafst sich beweisen, dafs m das kleinste 
Vielfache dieser drei Zahlen ist. Ware namlich das kleinste 
Vielfache von a, &, c eine Zahl m' < w^, so miifste, da a, 6, c in 
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m' aufgehen, auch a und h und daher auch das kleinste Viel- 
fache von a und 6, d. i. m in m' aufgehen. Das ist aber un- 
moglich, da w >> w' vorausgesetzt wird. Daher giebt es kein 
Vielfaches der Zahlen a, 6, c, das kleiner als m ist, oder m ist 
das kleinste Vielfache von a, h, c. 

Zweitens nehmen wir an, c gehe in m nicht auf, und be- 
stimnien das kleinste Vielfache der beiden Zahlen c und m. Das- 
selbe sei m^. Weil dann die Zahlen a und 6 in m aufgehen und 
m ein Divisor von tWj ist, so gehen a und b ebenfalls in Mi auf. 
Es geht aber auch c in Wi auf. Somit ist mi ein Vielfaches der 
drei Zahlen a, ft, c, und wir behaupten, dafs m^ das kleinste 
Vielfache von a, b, c sei. Gingen namlich die drei Zahlen a, 5, c 
in einer Zahl m[ << mi auf, so wurden auch a und fe in mi auf- 
gehen, und daher miifste das kleinste Vielfache von a und 6, d. i. 
m ein Divisor von m\ sein. Es geht aber auch c in m\ auf. 
Folglich wurden m und c, und somit auch das kleinste Vielfache 
von m und c, d. i. mj in m'^ aufgehen. Das ist aber unmoglich, da 
m\ << mi ist. Daher gehen a, 6, c in keiner Zahl auf, die kleiner 
als Wi ist, oder mj ist das kleinste Vielfache der drei Zahlen 
a, 6, c. 

Durch Fortsetzung dieser Schliisse wird das kleinste Viel- 
fache beliebig vieler Zahlen gefunden. 

Beispiel. Es soil das kleinste Vielfache der Zahlen 504, 
240 und 864 gefunden werden. Da 

504 : 240 = 21 : 10 

» 

ist, so erhalt man als kleinstes Vielfache der beiden ersten Zahlen 
504 . 10 = 5040. Weiter ist 

5040 : 864 = 35 : 6, 

folglich ist das kleinste Vielfache aller drei Zahlen 

5040 . 6 = 30 240, 

was mit dem oben erhaltenen Resultat iibereinstimmt. 

Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, deren kleinstes Vielfache 
V und grofster gemeinschaftlicher Divisor d gegeben sind. 

Losung. Die Zahlen seien x = d^ und y = di]^ wo also 
I und Ti prim zu einander sind. Dann ist t; = d|^, folglich 

^'' = T 
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Wenn man also -r auf alle moglichen Arten in je zwei 

Faktoren zerlegt, die prim zu einander sind, so wird der eine 
Faktor |, der andere rj sein. Hat man | und ij bestimmt, so 
ergiebt die Multiplikation mit d die Zahlen x und y. 

Beispiel. Fiir «;= 5040 und d= 30 ist 



V 

d 



= 168= 168.1 = 56.3 = 24.7 = 21.8, 



somit 



X 

y 



168 


56 


24 


1 


3 


7 


5040 


1680 


720 


30 


90 


210 



21 
8 
630 
240. 



§. 19. 

Uber die Anzahl der Zahlen, welclie prim zu einer 
Zahl und nicht grofser als dieselbe sind. — Summe 
dieser Zahlen (Euler, Commentationes aritbmet. coll. I, p. 274 

und U, p. 127). 

Es soil bestimmt werden, wieviele Zahlen der Reihe 1, 2, 
3, ..., m prim zu m sind. Die Anzahl dieser Zahlto pflegt man 
mit q> (m) zu bezeichnen. 

Zu 1 ist nur die Zahl 1 prim, und da zugleich 1 nicht 
grofser als 1 ist^), so ergiebt sich 95(1) =1. 

Zu 2 ist ebenfalls nur die Zahl 1 prim; also ist auch 

9(2) = 1. • . . . 

Prim zu 3 sind die beiden Zahlen 1 und 2; Iblglich ist 
<)P(3) = 2. 

So erhalt man weiter 

9?(4) = 2, g?(5) = 4, 9(6) = 2, 9(7) = 6, 9?(8) = 4, u. s. w. 

Ehe wir zur Bestimmung von g? (m) im allgemeinsten Falle 
iibergehen, woUen wir den Wert dieser Funktion in einigen be- 
sonderen Fallen ermitteln. 



^) Von diesem Falle abgeseben, ist jede der Zahlen 1, 2, 3, ..., w, 
wenn sie prim zu m ist, auch < m. Wir werden daher in derFolge statt 
„nicht grofser als" meist auch „kleiner als** Eagen konnen. 



§. 19. Uber die Anzahl der Zahlen u. s. w. 43 

Am einfachsten ist es, wenn m eine Primzahl ist. Danii 
sind die Zahlen 1, 2, 3,..., (m — 1), die kleiner als m sind, 
samtlich prim zu m; folglich ist in diesem Falle 



<p(m) = m — 1 = m (^1 — — j 



Weiter sei m eine Potenz einer Primzahl, m = p\ 
Dann ist die Anzahl aller Zahlen, die kleiner als m sind, gleich 
p** — 1. Unter diesen befinden sich aber Zahlen, die nicht prim 
zu m sind; es sind das die unter jp** liegenden Vielfachen von p, 
aber keine anderen Zahlen, also 

Pi 2i?, 3i), ..., jp" — jp; 

da die Anzahl dieser Vielfachen von p gleich 2>"~^ — 1 ist, so 
erhalten wir 

9)(jP») = p^ — 1 — (i>"~^ — 1) = jp» — jp»»-i =|)« — 1(|} — 1) 

Es moge jetzt m das Produkt zweier verschiedenen 
Primzahlen p und q sein, also m = pq, Dann ist die Anzahl 
der Zahlen, die kleiner als m sind, pg — 1. Von diesen Zahlen 
sind sowohl. die Vielfachen von p 

p, 2 J), 32), ..., (^ — l)p, 

deren Anzahl q — 1 betriigt, als auch die Vielfachen von q 

q, 2q, 3q, ..., (p — l)g, 

deren Anzahl p — 1 betragt, wegzalassen, und da die Vielfachen 
von q von denjenigen von p verschieden sind, so ist die Anzahl 
der wegzulassenden Zahlen p -\- q — 2. Wir erhalten somit 

<p{pq) = pq— I — (p + q — '2) = pq — p — q-}-l 

= (p-i)(,-i)=i,g(i-i)(i-i). 

Wenn m das Produkt dreier verschiedenen Prim- 
zahlen ist, m=pqr^ so sind von den pqr — 1 Zahlen, die 
< m sind, die qr — 1 Vielfachen von p 

p, 2p, 3jp, ..., {qr — \)p, 

die p r — 1 Vielfachen von q und die pq — 1 Vielfachen von r, 
also im ganzen qr -\- pr -\- pq — 3 Zahlen wegzalassen. Auf 
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diese Weise sind aber die r — 1 Vielfachen von p q 

pq, 2pq, Spq, ..., (r — l)pq, 

weil sie Vielfache von p und zugleich von q sind, zweimal in 
Wegfall gekommen, ebenso die q — 1 Vielfachen \on pr und 
die p -'— I Vielfachen von qr. Die Anzahl der auszuschliefsenden 
Grofsen verringert sich also urn 

r — I -\- q — 1+P — 1 =i> + ^ + ^ — 3> 
und wir erhalten 

(p(pqr)=pqr— 1 — (pg+i?r + gr — 3) + (p + g + r — 3) 

= pqr — {pq + i^r + gr) + (p + g + r) — 1 

= (2>^l)(g-l)(r-l)=Mr(l-~)(l-^)(l-^)- 

Auf diese Weise ergiebt sich, wenn i?, g, r, ..., s von ein- 
ander verschiedene Primzahlen bezeichnen, 

<p(M»-...s) = Mr...s(l-i)(l-i)(l-^)-(l-i)- 

Wir nehmen jetzt an, m sei das Produkt aus einer 
Potenz einer Primzahl p in eine Primzahl g, m^p**q. 
Dann sind p^q — 1 Zahlen kleiner als m. Von diesen sind zu- 
nachst die jp** — 1 Vielfachen von q wegzulassen; es bleiben dann 
p**q — 1 — p^ -{- 1 = p^q — p*^ Zahlen. Lafst man weiter die 
p^ — ^q — 1 Zahlen weg, die durch p teilbar sind, so bleiben 
p^q — p^ — p"~^g + 1 Zahlen. Es ist nun aber die Anzahl 
aller durch pq teilbaren Zahlen hinzuzufiigen; denn diese Viel- 
fachen von pq^ deren Anzahl p^ — ^ — 1 betragt, sind schon als 
Vielfache von q in Wegfall gekommen, diirfen also nicht noch 
einmal, weil sie auch Vielfache von p sind, weggelassen werden. 
Wir erhalten somit 

q) (^w q) = p'^q — i>** — i>**~^3+ ^ +i>**~^ — 1 

= P"(«— 1) — P"-' («-!)= 2>'*-Kp — 1) (2—1) 



="(^-.i)('-,^) 



Ist weiter m das Produkt einer Potenz der Prim- 
zahl p in eine Potenz der Primzahl q, m=p^qP^ so ist 
die Anzahl der 



 • 
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Zahlen, die kleiner als m sind, gleich . . p^q^ • — 1, 

Vielfachen von 2? gleich p^—^qj^ — 1, 

« n a « i)«g.^-i — 1, 

^ i>« « l?«-ig.^-i - 1, 

folglicli 

€p{p<'q^) = (jp«^/« _ 1) _ (p^-iq^ — 1) — (i>"3'^-^ — 1) 

4- (p«-ig.^-i — 1) 
= p"q^ — p"~^ q^ — J>" q^~^ -\- _p" ~^ ^/*— ^ 

= (!'"- r-^) (2^ - 2''-0 = r 2'' (1 - ^) (1 - ^)- 
Allgemein ergiebt sich auf diese Weise die Formel 

tp(p''2^...ry)=p''ql>...rr(l-^^(l-^y..(l-^y, 

darin bezeichnen p, q,..., r von einander verschiedene Prim- 
zahlen, «, /3, ..., y ganze positive Zahlen*). 

Beispiele: 

9(9) = 9(3>) = 3.2 = 6, 

qp (504) = 9 (23 . 3« . 7) = 504 . (^1 - -1) (1 - i^ (1 - -J-^ 

= 504.-144=144 

oder 

g?(504) = 22.3.2.6 = 144. 

Anmerkung. Die Bestimmung von (p(m) ist ein besonderer 
Fall der von A. Thacker in Crelles Journal XL be- 
handelten Aufgabe: Die Summe der n^^ Potenzen aller Zahlen 
zu finden, die prim zu m und nicht grofser als m sind. Wenn 
namlich n = gesetzt wird, so wird jedes Glied gleich 1, die 
Summe selhst also gleich der Anzahl der in Rede stehenden 
Zahlen. 

Aufgabe. Die Summe der Zahlen zu bestimmen, welche 
prim zu einer gegebenen Zahl und nicht grofser als dieselbe sind. 

Wenn a prim zu m ist, so ist auch m — a prim zu m. Die 
in Rede stehenden Zahlen lassen sich also in Gruppeh von je 

*) Des leichteren Verstandnisses wegen bin ich in der Herleitung des 
Ausdrucks fur 9? (m) Euler gefolgt. Eine allgemeinere und infolge davon 
kurzere Darstellung findet der Leser in meinem 1887 im Verlag von B. G. 
Teubner in Leipzig erschienenen Werk: „Elemente der Zahlentheorie". 
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zweien so zusammenatellen , dafs die Summe der Zahlen jeder 
Gruppe m ist. Da nun <p (m) solcherZahlen, also -^ (p (m) Gruppen 
da sind, so ergiebt sich fiir die gesuchte Gesamtsumme 

~ m . 9 (m). 

Beispiele. I. Es ist 

9?(60) = 9(2^3.5) = 2.2.4 = 16, 
folglich ist die Summe der 16 Zahlen, die prim zu 60 und niclit 
grofser als 60 sind, -^ • 16 • 60 = 480. 

11. Da (p{2^) = 2«-i ist, so ist die Summe aller ungeraden 
Zahlen von 1 bis 2« — 1 gleich 

JL.2«-i.2« = 22«-2 = (2«-i)2. 

1. Lehrsatz. Wenn M und J^^ zwei relative Prim- 
zahlen sind, so ist 

Beweis. Die in M aufgehenden ungleichen Primzahlen 
seien m, m', m", ..., die in ^ aufgehenden w, n\ w", ...; dann ist, 
wie wir oben geseheh haben, 

,,w = M(i-i)(i-i,)..., 

<p(i^)==.A'(l_|)(l-J,)... 

Ferner ist, da die Primzahlen m, m\ m", ..., n, n', w", ... 
samtlich von einander verschieden sind, 

<,(il7i^) = Jfiv(l-l)(l-i,)...(l_A)(l-i,)..., 



somit 



(p(MN) = <p{M).(p{Ny 



Zusatz. Wenn jede der Zahlen JHf, N, P, ... prim zu 
jeder anderen ist, so ist 

q>(MNP.,:) = (p{3I).(p(N),(p{P),.. 
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Beweis. Es ist jM" prim zu NP..,, folglich ist nach dem 
vorhergehenden Satze 

<p (MNP.. .) = (pM.ip (NP. . .). 

Ebenso ist 

ip{NP...) = <p{N).(p(P...) = (p{N)q)(P)..., 

soinit 

<p(MNP:..) = (p{M).(p(N),q){P)... 

Beispiel: 

9(300) = 9? (4) g) (3) 9? (25) = 2.2.20 = 80. 

2. Lehrsatz. Wenn a, a', a", ... die samtlichen Divi- 
soren von A sind (die Einheit und die Zahl A selbst 
nicht ausgeschlossen), so ist 

9 (a) 4- 9 («') + 9 («") 4" • • ' = -^• 

I. Beweis (Gauss, Disquisitiones 39). Man multipliziere 
alle Zahlen, die prim zu a und nicht grofser als a sind, mit 

— , ebenso alle Zahlen, die prim zu a' und nicht grofser als a' 
ct 

A 
sind, mit -^, u. s. w., so eriialt man (p(a) -f- 9 (a') -j- '•' Zahlen, 

CL 

die samtlich nicht grofser als A sein werden. 

Diese Zahlen sind nun aber erstens ungleich. Dafs die 
Zahlen, welche aus demselben Divisor von A hervorgehen, un- 
gleich sind, ist an sich klar. Wenn nun aus den verschiedenen 
Divisoren Jf, N und den mit diesen beziehungsweise teilerfremden 

A A 

Zahlen ft, v gleiche Zahlen hervorgingen, d. h. wenn ^ ft = -=^ v 

ware, so wiirde ^iN = vM folgen. Wir nehmen jetzt an, was 

gestattet ist, es sei M^ N. Da die Zahl M prim zu ft ist und 

in ft^aufgehen soil, so mufs sie in N aufgehen, und das ist 

wegen M^ N unmoglich. Somit sind die erhaltenen Zahlen in 

der That samtlich ungleich. 

Zweitens beweisen wir, dafs sich unter diesen Zahlen alle 

Zahlen 1, 2, 3, ..., -4 vorfinden. Es sei t irgend eine der Zahlen, 

die nicht grofser als A sind, und 8 der grofste gemeinschaftliche 

A , 
Divisor von A und t. Dann ist -s- ein Divisor von A. zu welchem 
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— prim ist. Somit befindet sich t unter den Zahlen, die aus dem 
Divisor -.r entstehen. 



Wir erhalten auf die dargelegte Weise also alle Zahlen 
1, 2, 3, ..., ^, und da die Anzahl dieser Zahlen gleich A ist, so 
ergiebt sich 

g? (a) -(- 9 (a') -J- 9 (a") + • • • = -4. 

II. Beweis (Emil Strauss, miindliche Mitteilung). Wir 
betrachten die Reihe der Briiche 

JL A A A 

A' A' A''"'A 

und denken uns jeden derselben in den kleinsten Zahlen aus- 
gedriickt. Unter den Nennern der so erhaltenen Briiche mufs 
dann jeder Divisor a von A vorkommen und zwar in g>(a) Briichen, 
also q>(a) mal. 

Ist namlich Jc irgend eine der (p(a) Zahlen, die prim zu o 

k 
und nicht grofser als a sind , so wird sich . der Bruch — unter 

a 

Tc 
jenen Briichen vorfinden; denn wenn wir — mit der ganzen Zahl 

it = — erweitem, so ergiebt sich — = ^, und da fc <;«, also 
^ a , ^ ^a A 

(ik <^ (la^ d. i. Ilk <C A ist, so befindet sich der Bruch ^ unter 

k 
den gegebenen und sein reduzierter Wert — unter den reduzierten 

Briichen. Es sind daher g? (a) Briiche mit dem Nenner a, cp {a!) 
Briiche mit dem Nenner a', 9? (a") Briiche mit dem Nenner 
a", u. s. w. vorhanden, und da die Gesamtzahl aller Briiche A 
ist, so mufs 

g? (a) -[- 9 (^') + 9^ (^") -\- '- = A 
sein. 

Anmerkung. Beide vorhergehenden Beweise sind nur in 
der Form von einander verschieden. 

Beispiel. 40 hat die acht Divisoren 

1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 40. 
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Es ist 

9>(1)=1, <p (2) = 1, ()p (4) = 2, ()P(5) = 4, (|P(8) = 4, 
9(10) = 4, (p{20) = S, g>(40) — 16 

und 

1 + 1 + 2 + 4 + 4 + 4 + 8+16 =40. 

Aufgaben. Beweise folgende Satze: 

1. Es giebt 9 (n) echte irreducibele Briiche mit dem Nenner n. 

2. Es giebt 9 (2) + 9 (3) + 9 (4) + • • • + 9 (wt) echte irre- 
ducibele Briiche, deren Nenner die gegebene Zahl m nicht iiber- 
schreitet. 

3. Sobald w > 2 ist, ist 9 (m) immer eine gerade Zahl. 

4. Wenn m eine ungerade Zahl bezeichnet, so ist q>(2m) 
= €p(m). 

5. Die Summe aller echten irreducibelen Briiche mit dem 
Nenner w >> 2 ist eine ganze Zahl und zwar gleich — 9 (n). 

6. Fiir welche Zahlen hat die Function (p den Wert 12? 

Es ist 12 = 1 .12 = 2.6. Da <p{m) fiir m>>2 eine gerade 
Zahl ist, so ist die 2ierlegung 12 = 3.4 unzulassig. Der Zer- 
legung 1 . 12 entsprechen, da g? (1) = 9 (2) = 1 und 9 (13) = 12 
ist, die Zahlen 1 . 13 = 13 und 2 . 13 = 26. 

Der Zerlegung 2.6 entsprechen, da 9 (3) = 9 (4) = 9 (6) ==2 
und 9 (7) = 9? (9) = 9 (14) = 9 (18) = 6 ist, die Zahlen 3.7 = 21, 
3.14 = 42, 4.7 = 28, 4.9 = 36. Die ubrigen Verbindungen 
sind unzulassig, da man nur zwei Faktoren zusammen nehmen 
kann, welche prim zu einander sind. Es ergeben sich also die 
sechs Zahlen 

13, 21, 26, 28, 36, 42. 

7. Fiir welche Zahlen n ist 9(n) =24? 

35, 39, 45, 52, 56, 70, 72, 78, 84, 90. 

Anmerkung. Die vorhergehende Aufgabe hat fiir viele 
Werte von (p(n) iiberhaupt keine Losung. Unter 100 sind dies 
die Werte 

(p{n) = 14, 26, 34, 38, 50, 62, 68, 74, 76, 86, 90, 94 und 98. 

Wertheim, Zahlenlehre. A 
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§. 20. 

Hochste Potenz einer Primzahl, welche in dem 
Produkt aller Zahlen von 1 bis n aufgeht. (Legendre, 
Theorie des Nombres, Introduction XVI etc.) 

Es soil bestimmt werden, wieviel mal eine gegebene Primzahl 
f Faktor in der Reihe der natiirlichen Zahlen von 1 bis n ist oder, 
was auf dasselbe hinauslauft, welches die hochste Potenz von p 
ist, die in dem Produkt 1.2.3..,w aufgeht. 

Wir bezeichnen die grofste in dem Bruche — enthaltene 

a 

ganze Zahl mit ^\ — ) und die gesuchte Zahl oder den Expo- 
n en ten von p mit x. Dann ergiebt sich 



X 



= Kj) + ^0^) + ^(f.) + 



und zwar ist diese Reihe so lange fortzusetzen , als der Zahler 
grofser wie der Nenner ist. 

Offenbar stellt namlich E\—\ die Anzahl der Glieder der 

Reihe 1, 2, 3, ..., w dar, die durch p teilbar sind, ebenso Ei—\ 

die Anzahl der durch p^ teilbaren Glieder derselben Reihe, u. s. w. 
Wenn nun das Produkt 1.2.3...W keine durch p^ teilbaren 
Glieder enthielte, so wiirde die Anzahl der in demselben auf- 

gehenden Faktoren p einfach E ( — \ sein. Wenn dann noch 

durch p^ teilbare Glieder vorhanden sind, so fiigt jedes der 

letzteren einen neuen Faktor p den schon in E y — \ enthaltenen 

hinzu. Infolge davon wird die Anzahl der Faktoren p^ welche 
von den durch p und den durch p^ teilbaren Gliedern herriihren, 

gleich El—\-\-Ei — \* Ebenso fiigt jedes durch p^ teilbare Glied 

des Produktes einen weiteren Faktor p den schon gezahlten hin- 
zu, so dafs die Gesamtzahl der Faktoren p gleich 
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wird. Das geht so fort, bis man zu einer Potenz j)* gelangt, die 
n ist. Dann ist die Reihe der E zu Ende; denn, wenn 



— 7 <; 1 ist, so ist E ( — . ) = 0. 



Suchen wir z. B. zu bestimmen , wie oft das Produkt der 
Zahlen von 1 bis 10000 den Faktor 7 enthalt. Die zu dieseni 
Zwecke auszufiihrende Rechnung gestaltet sich folgendermafsen : 
Es ist 

E (^) = im 

e(}'^)=eC-^)= 20*, 
e{1'-^) = e{^) = 29, 
i- (i<Vr) = ^(??) = 4, 

E(^J^)^E(i) = 0. 

Die Summe aller dieser Zahlen ist 1665. Das Produkt der 
Zahlen von 1 bis 10000 ist also durch 7^*** teilbar. 

Wenn die vorgelegte Zahl n eine Potenz von 7 gewesen 
ware, so wiirde man 

n — 1 
^ = - "6- 

erhalten haben. Ist allgemein w = p"* , so erhalt man fiir die 
Anzahl x der in dem Produkt 1 .2 .3 ...w enthaltenen Faktoren p 

n — 1 
p— 1 

Man kann nun immer 

n = ap^ -|- bp^ -j- cjpo -(-... 

voraussetzen, wo die Koeffizienten a, 6, c, ... kleiner als p sinrl. 
Dann ergiebt sich leicht 

n — a — b — c — •• ' 

X = 

p — 1 

In dem besonderen Falle n = 2*", jp = 2 erhalt man 

X = n — 1, 

4* 
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und wenn man allgemein 

n = 2"» + 2'* + 2« -j 

macht, so ergiebt sich 

X = n — A:, 

wo h die Anzahl der Glieder 2"*, 2», 2®, ... bezeichnet, aus denen 
der Wert von n besteht. 

Will man z. B. wissen, wie oft der Faktor 2 in der Beihe 
der natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000 enthalten ist, so zerlegt 
man 1000 in Potenzen von 2: 

1000 = 29 + 28 + 27 -f 26 + 2* + 2». 

Da die Anzahl der Glieder, in die 1000 zerfallt, 6 ist, so ist 
die gesuchte Zahl 1000 — 6 = 994. 

Zu demselben Resultate hatte man ebenso leicht mittels der 
allgemeinen Formel gelangen konnen. Es ist namlich 

£ (!^) = 600, E (^) = 250, E (f ) = ,25, 

^ (¥) = ''• ^ (?) = »'■ ^ (t) = "»■ 



E 



© = '. ^ Q) = '. ^ (I) = '. 



und die Summe aller dieser Zahlen betragt 994. 
Ebenso folgt aus der Zerlegung 

1000 = 5* + 3.58, 



da 

1000 — 1 — 3 



= 249 



ist, dafs das Produkt 1.2. 3... 1000 den Faktor 52« enthalt; die 
allgemeine Formel wiirde 

also, da 

200 + 40 + 8 + 1 = 249 

ist, dasselbe Resultat liefern. 

Lehrsatz. Wenn n, jp, g, r, ... ganze Zahlen sind, 
welche der Bedingung 

n = jj + g + r + . . . 



§. 20. Hochste Potenz einer Primzahl u. 8. w. 53 

geniigen, so ist 

~ 1.2.3... i). 1.2.3. ..g. 1.2.3. ..r... ^ 

eine ganze Zahl. 

Beweis. Es sei a eine beliebige der Primzahlen, die in dem 
Nenner und somit auch in dem Zahler von A aufgehen. Der 
Exponent der hochsten im Zahler enthaltenen Potenz von a 
wird dann 

+e( ''+'+'-+- )+... 

sein, der Exponent der hochsten Potenz von a, die der Nenner 
enthalt: 

^(f) + ^(5) + - + ^(i)+<S) +  + ^(0 +•■• 

Nun ist aber offenbar 

1 

folglich geht jede im Nenner enthaltene Primzahl a mindestens 
ebenso oft in dem Zahler auf, d. h. der Zahler ist durch den 
Nenner teilbar oder A ist eine ganze Zahl. 

Znsatz. Das Produkt von m beliebigen aufein- 
ander folgenden Zahlen ist durch das Produkt der m 
ersten Zahlen teilbar. 

Beweis. Es ist 

^ _ (a+l)(a + 2)...(a + w) _ 1 .2.3.. .a(a+ l)...(a + m) 
~ 1.2.3...W ~ 1.2.3...a . 1.2.3. ..m ' 

also A nach dem vorhergehenden Satze eine ganze Zahl. 



*) Es ist dies der Eoeffizient von xPyQ z^ • • - in der Entwicklung von 
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§. 21. 

Anzahl der Zahlen eines gegebenen Gebiets, welche 
durch gegebene Primzalilen nicht teilbar sind. (Le- 
gendre, Theorie des nombres II, p. 86S,) 

1. Aufgabe. Es soil bestimmt werden, wieviele Zahlen 
der Reihe 

(1) 1, 2, 3, ..., n 

durch die Primzahlen jo, g, r, ..., s nicht teilbar sind. 

Wenn zunachst n ein Vielfaches von jp, etwa n = kp ist, 
so enthalt die Reihe (1) die Jo durch p teilbar en Zahlen 

p, 2p, 3i), ..., Jcp, 
also 

n — fc = n = n(l ) 

P \ PJ 

Zahlen, welche durch p nicht teilbar sind. 

Wenn n kein Vielfaches von p ist und wieder E (—\ die 

grofste ganze Zahl bezeichnet, die in dem.Bruch — enthalten 
ist, so ergiebt sich, dafs die Reihe (1) 



n 



- ^ (?) 



Zahlen enthalt, die durch 2^ nicht teilbar sind. 

Um weiter zu bestimmen, wieviele von den Zahlen (1) 
weder durch j), noch durch q teilbar sind, scheiden wir zunachst 

die E (—j durch p teilbaren, dann die E (—\ durch q teil- 

baren aus; dadurch wiirden wir 



n 



^ G) - ^ (i) 



erhalten; wir haben aber jede der E ( — j durch das Produkt jpg 

teilbaren Zahlen zweimal ausgeschieden. Die Reihe (1) enthalt 
also 

n '" ' ' '  
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Zahlen, welche weder durch jp, noch durch q teilbar sind. Wenn 
n durch p und durch 5, also auch durch p q teilbar ist, so geht 
dieser Ausdruck liber in 



n 



0-y)('-i) 



Ist r eine dritte Primzahl, so ergiebt sicli die Anzahl der 
weder durch p^ noch durch g, noch durch r teilbaren Zahlen der 
Reihe (1) auf folgende Weise: 

Wir lassen erst die durch p^ dann die durch g, endlich die 
durch r teilbaren Zahlen weg; dann bleiben 



n 



- Hi) - ^(f ) - ^(") 



Zahlen zuriick. Nun ist aber jede der beziehungsweise durch 
PQ.^ qT-^ pr teilbaren Zahlen zweimal ausgeschieden; also mufs 
zu obigem Ausdruck noch 



\pq/ \qrj ^ \pr/ 



addiert werden. Endlich ist jede der El | Zahlen, die 

\pqrj 

durch das Produkt pqr teilbar sind, dreimal fortgelassen (weil 
durch p\ durch q und durch r teilbar) und ebenso oft wieder 
hinzugefiigt worden (weil durch pq^ durch qr^ durch pr teilbar). 
Da nun diese Zahlen aus (1) fortgelassen werden soUen, so er- 
giebt sich, dafs die Reihe (1) 

"-K;-)-^(f)-K") + Kr,)+K^) 

\pr/ \pqrj 

Zahlen enthalt, welche weder durch p, noch durch g, noch durch 
r teilbar sind. Wenn n durch jp, q, r teilbar ist, so geht dieser 
Ausdruck Uber in 



n 



\ p)\ a/\ r 



Durch Fortsetzung dieser SchlUsse erhalten wir das Resultat: 
Man erhalt die Anzalil der Zahlen der Reihe 1, 2, 

3, ..., n, welche durch keine der Primzalilenp, g, r, ..., s 

teilbar sind, indem man das Produkt 



50 
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■»('-j)0-i)('-^)-('-l) 

auflost und jedes Glied unter Beibehaltung seines 
Vorzeichens durch die grofste in ihm enthaltene 
ganze Zahl ersetzt. 

Beispiel. Unter den Zahlen 1, 2, 3, ..., 50 befinden sich 

0-l)('-0('-A)='»['-a+f+A) 

+ (A + M + r) - 25t] = 50-(16 + 7 + 4)+(2 + l) = 26 

Zahlen, welche weder durch 3, noch durch 7, noch durch 11 
teilbar sind. 

2. Aufgabe. Wir woUen bestimmen, wieviele Zahlen der 
Reihe 1, 2, 3, ..., n durch keine der i ersten Primzahlen 

Ih = 2, Pa = 3, JP3 = 5, ..., Pi 
teilbar sind. 

Die gesuchte Anzahl werde mit q) (w, i) bezeichnet, so dais z. B. 

9)(7, 1) = 4, 9(8, 1) = 4, 9(10, 2) = 3, u. 8. w. 
ist. 

Um aus der Reihe 1, 2, 3, ..., w alle Zahlen zu entfernen, 
welche durch eine der i ersten Primzahlen teilbar sind, scheiden 
wir zunachst alle diejenigen aus, welche eine der (i — 1) ersten 
Primzahlen als Faktor enthalten; es bleiben dann (p(n^ i — 1) 
Zahlen zuriick. 

Von diesen haben wir noch die durch 2^i teilbaren fortzu- 
schaffen, also die Zahlen 

Pi, 2 Pi, 3i?i, ..., Efjjpi. 

Ein Teil dieser letzteren ist aber schon weggefallen, namlich 
alle diejenigen, welche durch eine der i — . 1 ersten Primzahlen 
teilbar sind; es bleiben also nur die zu beseitigen, welche durch 
p,, aber durch keine der vorhergehenden Primzahlen teilbar sind. 
Die Anzahl dieser letzteren stimmt iiberein mit der Anzahl der 
Zahlen der Reihe 



1, 2, 3,..., E(^y 



welche durch keine der i — 1 ersten Prinizahlen teilbar sind, 
betragt also 
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und somit erhalten wir fur g? (n, i) die Fonnel 

(p (w, i) = (f (n, i — 1) — 9 [-E(^)» i — IJ • 

Beispiel. Es soil bestimmt werden, wieviel Zahlen der 
Reibe 1, 2, 3, ..., 2000 durch keine der fiinf ersten Primzahlen 
2, 3, 5, 7, 11 teilbar sind. 

Es ist 

2000 : 11 = 181, . . ., 
also 

(f (2000, 5) = 9 (2000, 4) — 9) (181, 4). 

Weiter ist 

2000 : 7 = 285, . . ., 181 : 7 = 25, . . ., 
also 

9(2000, 4) = 9(2000, 3) — 9 (285, 3) = 534 — 76 = 458; 

denn 

(p (2000, 3) == 9 (2000, 2) — 9 (400, 2) 

= 9(2000, 1) — 9(666, 1) — 9(400, 1) + 9(133, 1) 
= 1000 — 333 — 200 + 67 = 534. 

9 (285, 3) = 9 (285, 2) — 9 (57, 2) 

= 9(285, 1) — 9(95, 1) - 9(57, 1) + 9(19, 1) 
= 143 — 48 — 29 + 10 = 76. 

Ebenso folgt 

9(181, 4) = 9(181, 3) — 9(25, 3) = 49 — 7 = 42; 

denn 

9(181, 3) = 9(181, 2) — 9(36, 2) 

= 9(181, 1) — 9(60, 1) — 9(36, 1) + 9(12, 1) 
= 91 — 30 — 18 + 6 = 49; 

9 (25, 3) = 9 (25, 2) — 9 (5, 2) 

= 9(25, 1) - 9(8, 1) - 9(5, 1) + 9(1, 1) 
= 13_4_3_|-1 = 7. 

Es ergiebt sich also 9(2000, 5) = 458 — 42 = 416, d. h. 
in dem Gebiet von 1 bis 2000 giebt es 416 Zahlen, welche weder 
durch 2, noch durch 3, noch durch 5, noch durch 7, noch durch 
11 teilbar sind. 
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§.22. 



ist 



§. 22. 

tJber die Anzahl der Primzahlen zwischen 1 und einer 

beliebigen Zahl n. 

Es bezeichne pi die grofste Prirazahl, die <Vw ist. Dann 

sind zwischen 1 und w nur die Zahl 1 und die zwischen y^ und 
n liegenden Primzahlen durch keine der i ersten Primzahlen 

teilbar, und somit liegen zwischen "j/w^ und n im ganzen 
9 (n, i) — 1 Primzahlen. Da nun noch i Primzahlen zwischen 

1 und yw^ liegen, so erhalten wir fiir die Anzahl der zwischen 
1 und n liegenden Primzahlen den Ausdruck 

(p (n, i) + i — 1, 

dessen Berechnung fiir grofse Werte von n freilich nicht geringe 
Schwierigkeiten bietet. 

Es sei, um ein Beispiel zu geben, n = 1000; dann 

'^ n = 31, ..., und unter j/w liegen die 11 Primzahlen 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. 

Folglich liegen zwischen 1 und 1000 

g?(1000, 11)+ 11 — 1 

Primzahlen. Nun ergiebt sich 

g?(1000, 11) == 9(1000, 10) — 9?( 32 
g?(1000, 10) = g?(1000, 9) — g?( 34 

8) — 9) ( 43 

7) — 9? ( 52 

6) — 9? ( 58 

5) — g) ( 76 

4) — g? ( 90 

3) — 9(142 

2) — 9 (200 

1) — 9(333 



9(1000, 
9(1000, 
9(1000, 
9 (1000, 
9(1000, 
9 (1000, 
9(1000, 
9 (1000, 
9 (1000, 



9) = 9(1000, 
8) = 9(1000, 
7) = 9 (1000, 
6) = 9 (1000, 
5)= 9(1000, 
4) = 9(1000, 
3) = 9(1000, 
2) = 9 (1000, 



10) = 9( 

9) = 9( 
8) = 9( 

7) = 9( 

6) = 9( 

5) = 9( 

4) = 9( 



3) = 9( 
2) = 9( 

1) = <P( 



1000 
1000 
1000 
1000 
1000 
1000 
1000 
1000 
1000 
1000 



10)- 

9)- 
8)- 

7)- 
6)- 

•''^)- 
4)- 

3)- 
2)- 



2 

3 

7 

9 

11 

17 

21 

38 

67 



1) — 167 



und 



1) = 500. 
Es ist somit 

9(1000, 11) = 500 



342 = 158 



9(1000, 11) + 11 — 1 = 168, 



d. h. zwischen 1 und 1000 liegen 168 Primzahlen. 



A n h a n g. 

Meissels Zahlung der Primzahlen eines gegebenen Gebiets. 



Die Yerteilung der Primzahlen in der Zahlenreihe ist eine ganz un- 
regelmalsige. Das lehrt schon der Anblick der folgenden kleinen Tabelle: 



Zwischen 


Primzahlen 


Zwischen 


Primzahlen 


1 und 100 
100 „ 200 
200 « 300 


25 
21 
16 
16 
17 
14 
16 
14 


800 und 900 
900 „ 1 000 


15 
14 


300 „ 400 
400 „ 500 
500 „ 600 
600 „ 700 


1 400 und 1 500 
79 700 und 79 800 


17 
3 


700 „ 800 


90 000 und 90 100 


13 



Gauss hat die Primzahlen fur jedes Tausend bis zu 1 Million ab- 
gezahlt (Bd. II, S. 436 ff.) und eine Naherungsformel fiir die Primzahlen- 
menge in einem gegebenen Gebiet aufgestellt. Auch andere Mathematiker 
haben diese Menge durch eine Form el oder auch durch eine transzendente 
Gleichung auszudriicken gesucht*). 

Dagegen hat Meissel (Mathematische Annalen II uud III) durch Yer- 
besserung der vorstehenden Methode die Aufgabe gelost, die wirkliche 
Zahlung der Primzahlen in einem gegebenen Gebiet zuruckzufuhren auf 
die Zahlung derselben in einem kleineren Gebiet. Das Verfahren, welches 
Meissel einschlagt, wollen wir jetzt darlegen. 

Es bezeichne iff (n) die Anzahl der Primzahlen in dem Interval 1 von 
1 bis n, und es werde vorausgesetzt , man habe die Primzahlenmenge fur 



^) Legendre, Th^orie des Nombres, Quatri^me Partie §. VIII; Tsohe- 
byscheff in Liouvilles Journal XVII (dargestellt auch in Serret, Hand- 
bucb der hoheren Algebra, deutsch von G. Wertheim, Bd. II, S. 173 flf.); 
Biemann, Monatsberichte der Berliner Akademie 1859 oderWerke, S. 145 ff.; 
Scheibner in der Zeitschrift fiir Mathematik und Pbysik 1860; Mertens 
in Crelles Journal 1878; J. Braun in der wissenschaftlichen Beilage zum 
Programm des Gymnasiums zu Trier, 1899. 
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s_- _ 8_ _ 

jedes der Gebiete 1 bigVw und 1 bis Vw, also xf^Vn und V/Vn bestimmt. 

Da das erste Gebiet kleiner als das zweite ist, so wird es im allgemeinen 

auch weniger Primzahlen enthalten. "Wir setzen demgemals 

3_ _ 

wo ^ > ist Bezeichnet jetzt s eine Zahl, welche der Bedingang ^ ^ s ^ 
geniigt, so ist nach der Formel, zu der wir in der 2. Aufgabe des §. 21 
gelaDgt sind: 

(1) 9)(n, m + s) = 5p(w, w + s — 1) — g) IE f — ^^, m + .'? — l")]. 

Nun ist p^ der Voraussetzung nach die grofste Primzahl des Intervalls 
von 1 bis Vw, also 

■Pm + 1 

und daraus ergiebt sich leicht 



es ist also auch 



d. h. 



Pm + 1 I' -Pm + l 



f J^m + 1 



m > \l) 



y^^m+i 



Fur den Wert s = 1 besteht demnach die Ungleichung 



m -\- 8 — 1 ^ V 



und da bei zunehmendem s die linke Seite derselben offenbar grofser, die 
rechte aber kleiner wird, so gilt diese Ungleichung fur jedes s ^ 1. 

Ferner enthalt das Intervall von 1 bis Vw nach unserer Voraus- 
setzung m + ft Primzahleu, von denen pm^fi die grofste ist. Es ist also 

Prn^.^f^, ^^V=» ^^V« 

und somit 



d. h. 



\Pm + .a/ 



Fiir s = /u besteht demnach die Ungleichung 

V f r-^— ) > m + s -1, 



Meissels Zahlung der Primzahlen u. s. w. 61 

und da bei abnebmendem s die linke Seite offenbar grolser, die rechte 
kleiner wird, so gilt diese Ungleichung fur jedes 8 ^ ju, 

Anf Grand unserer Voraussetzungen bestehen also fur die Gultigkeit 
der Formel (1) die Grenzbedingungen 



(2) 

und darin ist 



"(ifrJ^"-^— ^"^irr 



/u ^ s > 0. 



£he wir aus der Formel (1) weitere Schliisse ziehen, woUen wir das 
zweite Glied ihrer rechten Seite etwas umformen. 

I^ach der Definition druckt g)(n, a) aus, wieviele Zahlen des Gebiets 
von 1 bis n durch keine der a ersten Primzahlen 2, 3, 5, .,., p^ teilbar 

Bind. Es sind dies aufser der Einheit die Primzahlen 

und die Produktverbindungen der letzteren. Wird aber die Bedingung 

(3) V (w) ^ « ^ V' V w 

gestellt, so ist j9a + 1 !> V n, und folglich enthalt das Intervall von 1 bis n 
keine Pi'oduktverbindung jener i// (n) — a Primzahlen ; unter der Bedingung 

(3) ist also 

(4) g)(n, a) = 1 4- V'(w) — «, 

ein Resultat, zu dem wir schon im vorigen Paragraphen gelangt sind. 
Die Formel (4) darf auf den Fall 



n 



= E ( — - — ), a = m 4- s — 1 



angewendet werden; denn fiir diesen Fall ^llt (2) mit der Bedingung (3) 
zusammen. Es ergiebt sich 

und dann geht (1), da 

\Pm + .J 



statt 



* [^ (^)] 



geschrieben werden kann, iiber in 

g){n, m -\- s) = q^in^ m -{- s — 1) — 2 -\- (m -{- s) — \p ( )• 

\Pm + 8/ 

Erteilt man hierin s der Reihe nach die Werte 

/"» i" — 1, /" — 2, ..., 2, 1, 
fio erhalt man die /u Gleichungen 
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9p(m, m + fi) =,(p(n, m + f^ — l) — 2 + (m + fi) 






g^(n, m + ^ — 1)= gp(n, m + .a- 2) — 2 + (w + /i)— 1 — V'f-- — ^ Y 

\l'm + w— 1/ 

9,(n, w + 2) = g>(n, w+1) -2+(;» + .ii) — Cu-2)- i/*/— 5— Y 

\Pm + 2/ 

g^(w, m+1) = 9p(n, m) -~2 + (m4-/i) — (^ — 1) — V^( ^ ), 

i" (i" — 1) 



durch deren Addition sich 



-[*(?fTl)t*(j^) + - + *(^)] 

ergiebt. Nun ist m + /^ = V Vw und 

^^ i 2 "" 2 ' 

also geht die letzte Formel, wenn zur Abkiirzung noch 

gesetzt wird, iiber in 

8 = fl 

(5) ^(n, V V«) = Hn, m) + ^ V V» - ^^^ -+3) _ ^ •A (':r^^)- 

Nach der Formel (4) ist aber 

<f (n, V^ V n) = 1 4" V (w) — V V n, 

und durch Einsetzung dieses Wertes in (5) erhalt man nach leichten Um- 
formungen 



(6) V(n) = g>(n, m) + (,« + 1) m + '"^" ^^ - 1 



l>(iC.> 



Diese Formel dient zur Berechnung der Anzahl der Primzahlen zwi- 
schen 1 und n. Mittels derselben hat Meissel gefunden, dais innerhalb 
der ersten Hundert Millionen natiirlicher Zahlen 



5 761 460 



Primzahlen yorkommen. 



Beispiel. Fiir n = 2000 erhalt man 

Vn = 12, Vn = 44; 

es ist also 

m = 5, ,a -}- wi = 14, /i = 9, 

und die Formel (6) liefert 
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V^(2000) 
Nun ist 



(p(2000, 5) 



also 




= 27 

2000 
V, =23, ^^ = 86, V (86) = 23 

P.. = 29. ^ = 68, V (68) = 19 

2000 
Pn = 31, =^ = 64, V (64) = 18 

9000 
Pi, = 37, ^= 64, V (54) = 16 

J>.. = 41, ?J5? = 48, V (48) = 15 

2,» = 43, ^ = 46, ./' (46) = 14, 

X /2000\ 

► \b ( ] = 198, 

so erhalten wir 



a = l "-' ' ' 

und da nach der 2. Aufgabe des §. 21 f/)(2000, 5) = 416 ist, sc 

\p (2000) = 416 + 50 + 36 — 1 — 198 = 303, 
d. h. das Gebiet von 1 bis 2000 enthalt 303 Primzahlen. 
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Kongruente Zahlen. 



§. 23. 

Definition kongruenter Zahlen. 

Wenn die DiflFerenz zweier Zahlen a, b durch eine dritte 

Zahl m ohne Rest teilbar, wenn also eine ganze Zahl ist, 

so nennt man a und b in Beziehung auf m kongruent. Die 

Zahl m heifst dann der Modul, und man schreibt nach Gauss' 

Vorgange 

a ^ b (mod. m). 
So ist z. B. 

40 = 13 (mod. 9), 19 = — l(mod. 10), 

da 40 — 13 = 27 durch 9, 19 + 1 = 20 durch 10 ohne Rest 
teilbar ist. 

Anmerkung. Leonardo Pisano (Scritti ed. Boncompagni 
II, p. 265) und die von ihm abhangigen Mathematiker des Mittel- 
alters, z, B. Paciuolo (Summa, 1494 fol. 46 verso) und Ghaligai 
(Pratica d'Arithmetica, 1552 fol. 60 verso) gebrauchen die Aus- 
driicke numeri congrui und n. congruentes in einem anderen 
Sinne, und zwar bei der Losung der Aufgabe: Eine Quadrat- 
zahl x^ und eine Zahl y von der BeschafFenheit zu finden, dafs 
sowohl x^ — t/, als auch x^ -\- y eine Quadratzahl sei, man 
also drei Quadratzahlen x^ — y, x^^ oc^ -\- y gleicher Differenz y 
erhalte. Leonardo Pisano nennt x^ das congruens, y das 
congruum. Paciuolo und Ghaligai haben die umgekehrte 
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Benennung angewandt. Als allgemeine Ausdriicke giebt Leo- 
nardo Pisano, wenn unter a und b beliebige ganze Zahlen 
verstanden werden: 

x^ = (a2 -\- i«)2, y = ^ah(a + b)(a — b). 
In der That ist 

(a^ + 62)2 4- 4 aft (a + 6)(a — 6) = {a^ + 2 aft — 62)2 
(a2 4- fta)« — 4 aft (a -|- 6)(a _ 6) = (a2 — 2a6 — 62)2. 



§. 24. 
Reste einer Zahl. 

Im biirgerlichen Rechnen nimmt man den Rest einer Di- 
vision stets kleiner als den Divisor an. Wenn also die Division 
von a darch m den Quotienten g und den Rest r ergiebt, so 
dafs a = m g -(- r ist, so wird r als eine der Zahlen 

0, 1, 2, . . ., (m — 1) 

vorausgesetzt. Es leuchtet ein, dafs man als Quotienten auch 
eine Zahl nehmen kann, die grofser oder kleiner als q ist; der 
Rest wird dann im ersteren Falle negativ, im zweiten grofser als 
m sein. Wenn namlich a = mq -\- r isi und unter s eine be- 
Uebige ganze positive Zahl verstanden wird, so ist auch 

a = m{q -\- s) — {ms — r) 
und ebenso 

a = m(q — s) -\- {ms -\- r). 

Wird im besonderen s = 1 angenommen, also der Quotient 
um 1 vergrofsert, so hat man gleichzeitig 

a = mq -\- r und a = m{q ^ I) — (m — r), 

und da, wenn r>-jr-ist, m — ^<"o" ®®^^ wird, so kann man 

den Quotienten immer so wahlen, dafs der Rest — abgesehen 
vom Vorzeichen — nicht grofser als der halbe Divisor sei. Mit 
anderen Worten: Jede Zahl a besitzt in Beziehung auf den 
Divisor m einen positiven oder negativen Rest, dessen absoluter 

Betrag nicht grofser als ^ m ist. Diesen Rest nennt man den 

Wertheim, Zahlenlehre. 5 
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absolut kleinsten Rest zum Unterschiede von dem kleinsten 
positiven Reste, der eine derZablen 0, 1, 2, 3, ..., (m — 1) ist. 
Dividiert man z. B. 44 durch 9, so ergiebt sich als kleinster 
positiver Rest 8, als absolut kleinster Rest — 1. 

A.US der Annahme a = mq -\- r folgt, dafs eine 

ganze Zahl g, also a^r(mod. m) ist. Jede Zahl ist somit 
ihrem Reste in Beziehung auf den Divisor als Modul kongruent. 

Hat man umgekehrt a^ r (mod. m) , so ist eine ganze 

Jrv 

Zahl, und wenn diese q genannt wird, so ergiebt sich a = mq-\-r. 
Da nun a und r auch vertauschbar sind, so erhalten wir den 
Satz: Man kann jede von zwei fur einen Modul kongruenten 
Zahlen als den Rest der anderen fiir diesen Modul als Divisor 
ansehen. Wegen dieser Beziehung bedient man sich des Aus- 
drucks „Rest", ohne an eine Division zu denken. Wenn man 
a ^ 6 (mod. m) hat, so ist einfach a der Rest von b und b der 
Rest von a fur den Modul m. 



§. 25. 

Das vollstandige Restsystem in Beziehung auf einen 

Modul. 

Da jede beliebige ganze Zahl bei der Division durch m eine 

der m Zahlen 

0, 1, 2, . . ., {m — 1) 

als Rest liefert, so konnen wir samtliche Zahlen in m Klassen 
teilen. In die erste Klasse werden wir alle diejenigen stellen 
welche den Rest geben, in die zweite diejenigen mit dem Reste 
1, in die dritte diejenigen mit dem Reste 2, u. s. w. Es werden 
also zwei Zahlen in dieselbe Klasse oder in verschiedene Klassen 
kommen, je nachdem sie bei der Division durch m denselben 
Rest oder verschiedene Reste geben. 

Bilden wir nun ein System von m Zahlen, indem wir aus 
jeder Klasse eine Zahl, gleichviel welche nehmen, so hat dieses 
System die Eigenschaft, dafs jede beliebige Zahl einer und nur 
einer der m Zahlen des Systems kongruent ist. Die gewahlten 
m Zahlen bilden ein voUstandiges System nicht kongruenter 
Zahlen oder ein voUstandiges Restsystem fiir den Modul 
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fn. Ein solches System sind z. B. die positiyen Reste (im 
engeren Sinjie des Wortes) 0, 1, 2,..., (w— 1), ebenso die 
Zahlen 1, 2, 3, ..., m, uberhaupt jede m aufeinander folgenden 
Zahlen. 



§. 26. . 
Kongruenzen. 

Driickt man aus, dafs zwei Grofsen fiir einen Modul kon- 
gruent sind, so erhalt man eine Kongruenz. Eine solche kann 
wie eine Gleichung eine oder mehrere Unbekannte enthalten 
und vom ersten, oder zweiten u. s. w. Grade in Beziehung auf 
die Unbekannten sein. So ist 

Sx = 7 (mod. 11) 
eine Kongruenz ersten Grades mit einer Unbekannten, 

3a; + 5y = 8(mod. 13) 
eine Kongruenz ersten Grades mit zwei Unbekannten, 

x^ -]- ^x=: 4(mod. 7) 
eine Kongruenz zweiten Grades mit einer Unbekannten, 

13 a; + 5y2 = 7 (mod. 16) 

eine Kongruenz mit zwei Unbekannten, welche in Beziehung auf 
X vom ersten, in Beziehung auf y vom zweiten Grade ist; u. s. w. 

§. 2L 
Satze Tiber die Verbindung von Kongruenzen. 

I. Wenn zwei Zahljen a und b einer dritten Zahl c 
fiir einen Modul m kongruent sind, so sind sie fiir 
denselben Modul einander kongruent. 

Beweis. Da a ^ c(mod. m) und h ^ c(mod. m) ist, also 

und ganze Zahlen sind, so ist auch 

mm 

a — c b — c a — b 



m m m 

eine ganze Zahl, d. h. a ^ 6 (mod. m). 



5* 
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§. 27. 



IL Wenn man die linken und ebenso die rechten 
Seiten mehrerer auf einen Modul bezuglichen Kon- 
gruenzen addiert, so erhalt man eine fiir denselben 
Modul richtige Kongruenz. 

Beweis. 1st 

«! ^ 61, as ^ 62, . . ., cin ^ 6»(mod. m), 

also jede der w Grofsen 



ttn — in 



m 



m 



m 



eine ganze Zahl, so mufs auch die Summe 



«i — &1 |. «2 — 6a I I On — ft» 



m 



+ 



m 



m 



d. i. 



(Oi 4- Qa H h ^n) — (61 + ^a H h K) 



m 



eine ganze Zahl sein, oder es ist 

«i + ^3 + • • • + ^n ^ 61 + 61 + • • • ^n (mod. m). 

Beispiel. Aus 13 = 1, 19 = 7,34= — 2 und 29 = 5 (mod. 12) 
folgt 95 = 11 (mod. 12). 

Zusatz. Eine Kongruenz bleibt richtig, wenn man 
jede Seite derselben mit einer Zahl n multipliziert. 

Beweis. Wird der vorhergehende Satz auf die n identischen 
Eongruenzen 

a ^ ft, a ^ ft, • • •, a ^ 6 (mod. m) 
angewandt, so ergiebt sich 

na ^ nb (mod, m). 

Oder: Wenn a ^ 6 (mod. m), also eine ganze Zahl 

ist, so ist auch eine ganze Zahl, d. h. 

na ^ nb (mod. m). 

Beispiel. Aus 15 ^ — 7 (mod. 11) folgt durch Multi- 
plikation mit 3 

45 = — 21 (mod. 11). 
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III. Die Differenz zweier auf einen Modul bezUg- 
lichen Kongruenzen ist eine fiir denselben Modul 
richtige Kongruenz. 

Beweis. Wenn aj ^ ftj, a, ^ 63 (mod. m) ist, also 

m m 

ganze Zahlen sind, so ist auch 

(h — bi _ (h — h _ («i — (^2) — (fei — h) 
mm m 

eine ganze Zahl, d. b. 

tti — a^^bi — &2 (mod. m). 

Beispiel. Aus 50 = 2, 23 = 7 (mod. 16) folgt 

27 = — 5 (mod. 16). 

IV. Wenn man die linken und ebenso die recbten 
Seiten mebrerer auf einen Modul beziiglicben Kon- 
gruenzen multipliziert, so bilden die Produkte eine 
fiir denselben Modul ricbtige Kongruenz. 

Beweis. Die gegebenen Kongruenzen 

Oj ^ &i, ag ^ 62, . . ., an ^ 6|» (mod. w) 
konnen durcb die Gleicbungen 

ersetzt werden, wo ^1, g^^ ..., g^ ganze Zablen bedeuten. Durcb 
Multiplikation dieser Gleicbungen erbalt man 

aj a2 . . . ttn = 61 62 • • • ^n -|- ^ ^» 

wo G eine ganze Zabl bezeicbnet, auf deren Grofse es uns bier 
nicbt ankommt. Es ist mitbin 

ttj ^2 • • • ^n ~~" ^1 ^2 • • • ^n /T 
= (t, 

m 
d. b. 

cti Oj . . . On ^ 61 62 • • • ^n (mod. w). 

Beispiel. Aus 10 = 3, 5 = — 2, 22 = 1 (mod. 7) folgt 
1100= —6 (mod. 7). 

Zusatz. Eine Kongruenz bleibt ricbtig, wenn man 
beide Seiten auf dieselbe Potenz erbebt. 
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Beweis. Wird in der letzten Kongruenz 

Oi = ttj = • • • = a„ = a 
6j = 6j =r . . . = bn' = b 

Yorausgesetzt, so geht dieselbe iiber in 

^n ^ jn (mod. m). 

Beispiel. Aus 6^ — 2 (mod. 7) folgt durch Erhebung 
aiif die zweite Potenz 

25 = + 4 (mod. 7). 

V. Wenn beide Glieder a, b einer Kongruenz 

a ^ b (mod. m) 

einen grofsten gemeinschaftlichen Divisor d haben, 
der prim zum Modul m ist, so gilt die durch beider- 
seitige Division mit d erhaltene Kongruenz ebenfalls 
fiir den Modul m. 

Dieselbe gilt aber nur fiir den Modul -jr-, wenn m 

und d den grofsten gemeinschaftlichen Divisor S 
haben. 

Beweis. Es sei a = ad, b = fid, wo a und fi prim zn 
einander sind. Nun soil 

a — b ad — fid d(a — /3) 

m '^ m m 

eine ganze Zahl sein. Wenn also d prim zu m ist, so muiJs 
(§. 17, Satz I) m in a — j8 aufgehen, d. h. a ^ j8(mod. m) sein. 
Wenn aber d und m den grofsten gemeinschaftlichen Divisor 
6 haben, wenn etwa d = Sdij m = dmi ist, wo di und Wi 
relative Primzahlen sind, so wird 

d{a — ft) _ dy{a — P) 
m mi ' 

und es mufs mi = -rr in a — /3 aufgehen, d. h. a ^ j3 (mod. -^\ 

sein. 

Beispiele. Aus 40^ 12(mod. 7) folgt, da 4 prim zu 7 
ist, 10 = 3 (mod. 7). 

Aus 65 = 25 (mod. 10) folgt 13 = 5(mod. 2, nicht mod. 10). 
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VI. Wenn a^6(mod. iw) und d irgend ein Divisor 
von m ist, so ist auch a^b(mod. d). 

Beweis. Es sei m = [id. Da nun 

a — b a — b 

m lid 

eine ganze Zahl ist, so mufs auch — -% — eine ganze Zahl sein, d. h. 

es ist a ^ & (mod. d). 

VII. Wenn 

a ^ 6 (mod. mi), a ^ 6 (mod. iti)), ..., a ^ 6 (mod. ntn) 

ist und m das kleinste Vielfache von m^, ^2, ..., m» be- 
zeichnet, so ist auch a ^ &(mod. m). 

Beweis. Da jede der Zahlen m^, n^, ..., nin in a — b auf- 
geht, so mufs a — b auch durch m ohne Rest teilbar sein. 

Zusatz. Wenn jede der Zahlen mj, m^, ..., m» zu 
jeder andern derselben prim ist, so ist m das Pro- 
dukt der Zahlen; es besteht dann also die Eongruenz 

a ^ b (mod. m^ titg . . . m„). 

Beispiele. Aus 64 ^ 4 (mod. 6), (mod. 10), (mod. 15) 
folgt, da 30 das kleinste Vielfache von 6, 10, 15 ist, 

64 = 4 (mod. 30). 

Aus 113 = 8 (mod. 3), (mod. 5), (mod. 7) folgt, da 3 . 5 . 7 = 105 
ist, 113 = 8 (mod. 105). 

§. 28. 

•  • 

Reohnungsproben. 

Die Satze des vorhergehenden Paragraphen begriinden ein 
von den Indem erfundenes, von den Arabem weiter ausgebildetes 
und bis zum Ende des 16. Jahrhunderts allgemein angewandtes 
Verfahren, das Resultat einer Rechnung auf seine Richtigkeit zu 
priifen. Hat man namlich eine Reihe von Zahlen durch Addition, 
Subtraktion oder Multiplikation (Potenzierung) vereinigt, so er- 
setzt man jede Zahl durch ihren kleinsten Rest fiir irgend einen 
Modul (am zweckmafsigsten 9 oder 11). Vereinigt man dann 
diese Reste in derselben Weise wie vorher die gegebenen Zahlen, 
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SO mufs die aus den Resten hervorgehende Zahl der aus den 
Zahlen selbst erhaltenen fiir den gewahlten Modul kongruent 
sein. Ist dies der Fall, so stimmt die Probe, und die Rechnung 
ist moglicherweise richtig. Stimmt die Probe nicht, so ist jeden- 
falls ein Fehler begangen. 

Beispiele. Um zu sehen, ob wirklich 

(15 + 54) 13 — 325 = 572 

ist, ersetze man links jede Zahl durch ihren kleinsten Rest fiir 

den Modul 9. Man erhalt 

(6 -j- 0)4 — 1 = 23 = 5(mod. 9), 

und da auch 572 ^ 5 (mod. 9) ist, so stimmt die Probe. 
Um zu sehen, ob 

(152 — 21)326 = 66504 

ist, ersetze man links jede Zahl durch ihren Rest fiir den Modul 
11. Man erhalt 

(42 _ 10) 7 = 6 . 7 = 42 = 9 (mod. 11), 

und ebenso ist 66504 = 9 (mod. 11) J). 

§. 29. 
Teilbarkeitsregeln. 

Die Satze des §. 27 liefem auch Regeln zur Entscheidung, 
ob eine Zahl durch eine andere teilbar sei oder nicht. 

I. Es sei zunachst P eine dekadisch geschriebene Zahl: 

P=a-^ 10& + 10ac-| , 

enthalte also a Einer, b Zehner, c Hunderte, u. s. w. Wenn dann 

fiir einen Modul m 

10 = ri, 102 = ^2, . . . 
ist, so ist 

^) Die Neunerprobe ist schon angewandt von Muhammed ibn 
Musa Alchwarizmi (Algoritmi de Numero Indorum. Trattati d'Arit- 
metica pubblicati da Boncompagni I, p. 12), dann von Alkarkhi (Eafi fil 
Hisab, deutsch von Hochheim I, S. 8), von Leonardo Pisauo (Scritti I, 
S. 9, 14, 20, 23), von Maximus Planudes (Reohenbucb, deutscb von 
Waschke, S. 7) u. a. Leonardo Pisano wendet auch die Probe durch 
7 und 11 an (1. c. S. 39, 45). 
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P ^ a -\- rib -{- r^c -\- ' ' ' (mod. w), 

uxid wenn die rechte Seite durch m teilbar ist, so ist auch P 
durch m teilbar. 

Beispiele, 1) Sowohl fiir den Modul 2, als auch fiir den 
Modul 5 ist 

10 = 0, 102 = 0, . . ., 
mithin 

P ^ a (mod. 2 und mod. 5), 

und dies driickt aus, dafs eine Zahl durch 2 oder 5 teilbar ist, 
wenn die Anzahl ihrer Einer durch 2 oder 5 teilbar ist. 

2) Sowohl fiir den Modul 3, als auch fiir den Modul 9 ist 

10 = 1, 103 = 1, . . .^ 
mithin 

P^a-{-b-\'C-\-'-- (mod. 3 und mod. 9), 

und diese Formel lehrt den bekannten Satz: Jede Zahl giebt 
bei der Division durch 3 oder 9 denselben Rest wie ihre Quer- 
summe. 

3) Fur den Modul 11 ist 

10 = — 1, 102 = (_ 1)2 = + 1, 10^ = — 1, . . ., 

folglich erhalten wir 

P = a — b^c — d^ (mod. 11), 

und diese Formel driickt die bekannte Teilbarkeitsregel fiir den 
Divisor 11 aus. 

4) Fiir den Modul 7 ist 

10 = 3, 10* = 2, 103 = — 1, 10^ = — 3, 105 = — 2, 

10« =1, 107 = 3 . . ., 
folglich 

P = (a + 36 + 2c) — (d -[- 3e + 2/) -j (mod. 7). 

Nach dieser Formel ist z. B. 

348 = 8 + 12 + 6 = 26 = 5 (mod. 7), 
27653 = (3 + 15 + 12) — (7 + 6) = 17 = 3 (mod. 7), 
429730681 = (1 + 24 -|- 12) — (9 -[- 14) + (9 + 6 + 8J 

= 37 — 23 + 23 = 37 = 2 (mod. 7). 

II. Weiter werde 

P = a+106 
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Yorausgesetzt, wo a die Einer und i^ die Zahl bezeichnet, die aus 
P bei Fortlassung der Einer wird. Dann ist es fur gewisse Di- 
visoren moglich, die Koeffizienten 1 und 10 durch Reste zu er- 
setzen, die ein bequemes Kennzeichen der Teilbarkeit durch 
diese Divisoren geben. 

Beispiele. 1) Da 1 ^ — 6, 10 ^ 3 (mod. 7) ist, so ist 

P = — 6a + 36 = 3(6 — 2a)(mod. 7), 

und da 3 prim zu 7 ist, so wird P durch 7 teilbar sein|, wenn 
b — 2 a es ist. 

Danach ist 3192 durch 7 teilbar, wenn 7 in 319 — 4 = 315 
aufgeht; das ist aber der Fall, da 31 — 10 = 21 durch 7 teil- 
bar ist. 

Wird in dem obigen Ausdruck fiir P die Zahl 2 durch die 
kongruente Zahl 2 -\- Ik ersetzt^ so erhalten wir allgemeiner 

P = 3[6 — (2 -f- 7Aj)a](mod. 7); 

k kann jede ganze Zahl sein. Wenn wir etwa A; = 45 annehmen, 
so dafs 

P = 3[6 — 317 a] (mod. 7) 

wird, so haben wir, um die Zahl 13734 zu priifen, die Diflferenz 
1373 — 1268 == 105 zu betrachten, und da diese durch 7 teilbar 
ist, so ist es auch 13734. 

2) Fur den Modul 13 ist 1 = — 12, 10 = — 3, also 
P = — 12a — 3 J = — 3(6 + 4a)(mod. 13),! 

allgemeiner 

P = — 3 [6 + (4 + 13 ft) a] (mod. 13). 

Nach dieser Formel ist 1794 durch 13 teilbar, wenn 

179 + 16 = 195 

es ist; das ist aber der Fall, denn 19 -|- 20 = 39 ist durch 13 
teilbar. 

3) Fur den Modul 19 ist 1 = — 18, 10 = — 9, also 

P = — 18a — 96 = — 9(6 + 2a)(mod. 19). 

Bei Anwendung der in dieser Formel enthaltenen Kegel 
bildet man aus 4389 zunachst 438 + 18 = 456, dann 45 + 12 = 57, 
und da letztere Zahl durch 19 teilbar ist, so ist es auch 4389. 
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III. Man kann auch 

P = a-j- 1006 

armehmen, wo a die aus den Einenf und Zehnem gebildete und 
b die Zahl ist, die aus P bei Fortlassung der Einer und Zehner 
entsteht. Die Eoeffizienten 1 und 100 lassen sich fiir gewisse 
Divisoren durch Reste ersetzen, welche zu bequemen Teilbarkeits- 
regeln fuhren (Hill, De factoribus numerorura compositorum 
dignoscendis. Crelles Journal XI, S. 251 fiF.). 

Beispiele. 1) Da 100 ^ 2 (mod. 7) ist, so ist 

(1) P = a + 26 = a + (2 + 7fc)6(mod. 7). 
Es ist aber auch 1 ^ — 6, 100 ^ 2, also 

(2) P = — 6a + 26 = 2(6 — 3a)(mod. 7). 

Wenn man nach diesen beiden Formeln, von denen die erste 
schon im Talmud angegeben ist (vergl. G. Wertheim, Die 
Arithmetik des Elia Misrachi, S. 16), die Zahl 9268 untersucht, 
so liefert die erste die Zahlen 

68 + 184 = 252, 52 + 4 = 56, 
die zweite 

92 — 204 = — 112, 112 = 1 — 36 = — 35, 

jede zeigt also sofort, dafs 9268 durch 7 teilbar ist. 

2) Aus 100 = 1 (mod. 11) folgt 

P = a + 6(mod. 11). 
Nach dieser Formel erhalt man z. B. 

35 781 = 357 + 81 = 438 = 4 + 38 = 42 = 9 (mod. 11), 

die Zahl 35781 giebt also bei der Division durch 11 den Rest 9. 

3) Es ist 100 = — 4 (mod. 13), also 

F ^ a — 46 oder auch P ^ — (46 — a) (mod. 13). 

Danach ist 

3588 = — (140 — 88) = — 52 = (mod. 13), 
35 781 = — (1428 — 81) = — 1347 = -f (52 — 47) = 5 (mod. 13). 

4) Da 100 = — 2 (mod. 17) ist, so ist 

P = (a — 21)) Oder auch P = — (2 6 — a) (mod. 17). 

P ist also durch 17 teilbar, wenn a — 2 6 oder (falls a — 2 6 
negativ sein soUte) 2 6 — a es ist. Die Anwendung dieser 
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Regel auf die Zahl 39 542 fiihrt zu den Zahlen 

790 — 42 = 748, 14 — 48 = — 34, 

39542 ist also durch 17 teifbar. 

IV. Es werde endlich 

P = a-^ 1000 J 

gesetzt, wo also a eine dreistellige Zahl ist. Da nun 

1000 = — l(mod. 7, mod. 11, mod. 13) 

ist, so ergiebt sich fiir jeden dieser drei Moduln 

P = a — b = — {b — a). 

Diese Formel enthalt Teilbarkeitsregeln fiir 7, 11, 13, die 
sich leicht in Worten ausdriicken lassen. 

V. Will man nicht blofs wissen, ob die Zahl 

P = ao + 10% + lO^as -| 

durch m teilbar ist, sondern soil auch der Rest der Division von 
P durch m gefunden werden, so wahle man eine Potenz von 10, 
welche fur m als Divisor einen recht kleinen Rest r liefert, 
Es sei 

10* ^ r(mod. w), 

also 10* — r durch m teilbar. Da nun 10* — r in jede Zahl 
IQnx — y.n^ in welcher n eine ganze positive Zahl ist, aufgeht, so 
wird jede der Zahlen 

10* — r, 102* _ ^2^ IQ&x _ y3^ _ 

durch m teilbar sein. Wenn nun der Kiirze wegen 

Ao = ao 4- lOai + lOSwg H [-lO^-^a^.^i 

Ai = a^ +10a,, + i 4-102aa: + 2 -j h l^""'«a«-i 

A2 = (hx-i- lOaax + i + l0^a2x + 2-] h ^^~^(hx^i 

gesetzt wird, so kann man 

P = ^0 + (10* — r)A^ + (lOa* — ra)^^ -^ 

-\- rAi 4- ^'-^3 -h • • • 

schreiben, und da jede der in Klammem stehenden Grofsen 
durch m teilbar ist, so ergiebt sich 

F ^ Aq -\- rAi -\- r^Ai -{- ' • ' (mod. m). 
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Anwendungen. Da 10* ^ 2 (mod. 7), 10^ = l(mod. 11), 
10« = — 1 (mod. 13), 102 = — 2 (mod. 17) ist, so erhalten wir 

CI) P = (ao + lOaO + 2(^2 + lOas) + 4^(a, + lOa,) 

+ (ae + lOa^) + 2(a, + lOa,) + 4(0^0 + 10a„) 

C2) P = (ao + lOoi) + (aa + lOa-O H (mod. 11), 

(3) P = (ao + 10 «! + 102 aa) — (% + 10^4 + lO^fls) 

-^ (mod. 13), 

(4) P ^ (ao + lOai) — 2(0^ + lOag) + 4(a, + 10a,) 

— 8(a6 + lOay) -| (mod. 17). 

Nach diesen leicht in Worte zu kleidenden Regeln ergiebt 
sich z. B. 

25689= 89 + 112 + 8 = 209= 9 + 4 = 6(mod. 7); 
25689 = 89 + 56 + 2 = 147 = 47 + 1 = 4(mod. 11), 
25 689 = 689 — 25 = 664 = 1 (mod. 13), 
25 689 = 89 — 112 + 8 = — 15 = 2 (mod. 17). 

(Vergl. die Arbeit von Eduard Grohmann in der Zeitschrift 
fur das Bealschulwesen XVII, 12.) 



§. 30. 
Aufgaben. 

Beweise folgende Satze: I. Lautet eine Zahl a mit um- 
gekehrter ZiflFernfolge 6, so ist a — b immer durch 9 teilbar, 
a + 6 aber nur dann, wenn a es ist. 

II. Unter derselben Voraussetzung ist bei gerader Anzahl 
der Ziffem a + J, bei ungerader Anzahl a — b durch 11 teilbar. 
Im ersten Falle ist es auch a — b und im zweiten a + J, wenn 
a es ist. 

III. Eine sechsstellige dekadische Zahl, welche mit zweimal 
3 ZiflFern in derselben Reihenfolge geschrieben wird, also die 
Form abcabc hat, ist durch 7, 11 und 13 teilbar. 

IV. Das Quadrat jeder ungeraden Zahl ist ^ 1 (mod. 8). 

V. Die dritte Potenz jeder Zahl ist ^ oder ^ ± 1 (mod. 9). 

VI. Eine im Elfersystem geschriebene Zahl ist durch 2 oder 
5 oder 10 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 2 oder 5 oder 
10 teilbar ist. 
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VII. Die im Elfersystem geschriebene Zahl ...edcba ist 
^ a — b -^ c — d -\- e — ••• (mod. 3). 

VIII. Die Zahl 2^^ — 1 ist fur jeden Wert von n durch 3 
teilbar. 

IX. Ebenso ist 2** — 1 fur jeden Wert von n durch 7 
teilbar. 

X. Ebenso ist 2*" — 1 fur jeden Wert von n durch 3 und 
durch 5, also durch 15 teilbar. 

XL Die Zahl 22" + i -|t 1 ist fiir jeden Wert von w durch 3 
teilbar. 

XII. Wenn a prim zu b und a -\- b eine gerade Zahl ist, so 
ist das Produkt ab(a -{- b)(a — b) durch 24 teilbar (Leonardo 
Pisano, Bd. II, S. 264). 

Weitere Aufgaben: 

XIII. Fiir welche Zahlensysteme gilt die Kegel: Eine Zahl 
ist durch die Primzahl p teilbar, wenn ihre Quersumme es ist? 

XIV. In welchen Zahlensystemen gilt fur 7 die Teilbar- 
keitsregel, die im dekadischen System fiir 11 gilt? 

XV. Das Produkt 1 . 2 . 3 ... 40 in seine Primfaktoren zu zer- 
legen. 

Man erhalt 

1.2. 3. ..40 = 238.3J^59.7M13.133.172.192.23.29.31.37. 

XVL Auf wieviel Nullen endigt das Produkt 1.2.3... 10000? 
Auf 

2000 + 400 + 80 + 16 + 3 = 2499 Nullen. 

XVII. Es soil gezeigt werden, dafs 

2620 = 22. 5 . 131 und 2924 = 2^ . 17 . 43 

befreundete Zahlen sind. 

XVIII. Beweise, dafs die Zahl p'^q^r].,, auf 



oder auf 



i + i(«+l)(^+l)(y+l)... 



i(«+l)(^ + l)(y+l)... 



Arten als Produkt von je zwei Faktoren dargestellt werden kanft) 
je nachdem sie eine Quadratzahl ist oder nicht. 
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XIX. Beweise, dafs 224 in nicht weniger als 7 aufein- 
stnder folgende Zahlen zerfallt werden kann. 

XX. Es soil 2100 = 22.3.52.7 auf alle moglichen Arten 
als Produkt von je zwei Faktoren dargestellt werden, die prim 
zu einander sind. 

. 1.2100= 3.700 = 4.525 = 7.300 = 12.175 = 25.84 

= 28.75 = 21.100. 

XXI. Beweise, dafs die Zahl PiPl-'-Pi^ wenn i>i,i)ai •••»!>» 
ungleiche Primzahlen sind, auf 2*^— ^ Arten als Produkt von je 
zwei Faktoren dargestellt werden kann, die prim zu einander sind. 

§. 31. 
Berechnung des Osterfestes. 

Das Datum, auf welches der Ostersonntag fallt, wird nacb 
Gauss (Werke, Bd. VI, S. 78) auf folgende Weise berechnet: 
Es ergebe die Division 

der Jahrzahl durch 19 den Rest a 

„ Zahl I9a-^ M „30„ „d 

„ „ 26 + 4c + 6d + JV^ „ 7 „ „ e; 

dann fallt der Ostersonntag auf den (22 -}- d -\- e)*^^ Marz oder 
den (d -\- e — 9)*«'» April. 

M und N sind Zahlen, die im Julianischen Kalender auf 
immer, im Gregorianischen allemal wenigstens auf 100 Jahre 
unveranderliche Werte haben, und zwar ist in jenem M= 15, 
N = 6. Im Gregorianischen Kalender findet man die Werte 
von M und N fur das Jahrhundert von 100 A; bis 100 k -\- 99 
auf folgende Weise: Es sei p die grofste ganze Zahl, die in dem 

Bruche - enthalten ist, ebenso q die grofste ganze Zahl, welche 
o 

- enthalt: dann ist M der Rest der Division von l6-\-k^p — q 
4 ... 

durch 30, N der Rest der Division von 4= -\- k — q durch 7. 

Von der oben gegebenen Regel finden im Gregorianischen 
Kalender nur folgende zwei Ausnahmen statt: 

1. Ergiebt die Rechnung fur den Ostersonntag den 26. April, 
so wird dafur stets der 19. April genommen. 
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§. 31. 



. = ^(¥) = e, 



2, Giebt die Rechnung d =z= 28, c = 6 und ist zugleich der 
Rest der Division von llM-\- 11 durch 30 kleiner als 19, so 
fallt der Ostersonntag nicht, wie aus der Rechnung folgen wiirde, 
auf den 25., sondern auf den 18. April. 

Aufgabe I. Auf welches Datum fiel der Ostersonntag des 
Jahres 1895? 

Da hier ft =^ 18 ist, so ergiebt sich 

also ist 

Jf = 15 + 18 — 10 = 23 = 23 (mod. 30), 
N= 4+18— 4=18= 4(mod. 7), 

Jf = 23, N=4:. 
Weiter folgt 

1895 = 14 (mod. 19), a = 14 

1895 = 3 (mod. 4), 6=3 

1895= 5 (mod. 7), c= 5 

19 . 14 4- 23 = 289 = 19 (mod. 30), d = 19 

6-1-20+114 + 4=144= 4(mod. 7), e = 4, 

also fiel der Ostersonntag, da 19 + 4 — 9 = 14 ist, auf den 
14. April. 

Aufgabe II. In welchen Jahren des 20. Jahrhunderts fallt 
der Ostersonntag auf den 1. April? 

Fiir das 20. Jahrhundert ist JIf ^ 24, ^=: 5, und wenn 
d + 6 — 9 = 1 eein soil, mufs d + e = 10 sein, also d zwi- 
schen und 10 liegen, wahrend e seiner Definition nach zwischen 
und 6 liegt. Nun kann a jeden der 19 Werte 0, 1, 2, ..., 18 
haben, und fiir jeden derselben liefert die Definition von d einen 
bestimmten Wert von d. Die folgende Tabelle giebt die zwischen 
und 10 liegenden Werte von d mit den zugehorigen Werten 
von'a: 



a . • . . 


2 


4 


7 


10 


13 


15 


18" 


U m » , » 


2 


10 


7 


4 


1 


9 


6 



Da d + e = 10 und e < 6 sein mufs, so sind die Falle 
d = 2 und d = 1 auszuschliessen. Es sei nun erstens a = 4, 
d = 10. Dieser Wert von a entspricht den Jahren 
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1904, und dafiir ergiebt sich 6 = 0, c = 0, c = 2, 



1923, „ 


7) 


r) 


j^ h 3, c 5, 6 0, 


1942, „ 


n 


99 


y. h 2, c 3, e 4, 


1961, „ 


n 


99 


„ 6 — 1, c _ 1, e — 1, 


1980, „ 


Ji 


.99 


„ 6 0, c 6, c — 5, 


1999, „ 


n 


n 


yt h 3, c 4, e 3. 



Es ist also nur fiir das Jahr 1923 d -|- a = 10. 

Zweitens sei a = 7, d = 7. Dieser Wert Ton a ent- 
spricht den Jabren 

1907, und fur diese folgt 6 = 3, c = 3, e = 2, 

1926, 6 = 2, c = 1, c = 6, 

1945, 6=1, c = 6, <? = 3, 

1964, 6 = 0, c = 4, 6 = 0, 

1983, 6 = 3, c = 2, e = 5. 

Also ist im Jabre 1945 d -f- e = 10. 

Fiir die den Werten a = 10, d = 4 entsprecbenden Jabre 
1910, 1929, ... ergiebt sich <? < 6, also kann d -\- e nicbt = 10 
sein; dieser Fall scheidet somit aus. 

Drittens sei a = 15, d = 9. Dann ergiebt die Bechnung, 
dafs d -j- e = 10 im Jabre 1934 ist. 

Viertens liefert der Fall a =: 18, d = 6 nocb das Jabr 
1956. 

Der Ostersonntag fallt also nur in den vier Jabren des 
20. Jabrbunderts 1923, 1934, 1945, 1956 auf den 1. April. 



§. 32. 
Umformung einer Kongruenz. 

Es ist oft von Nutzen, eine Kongruenz 

Ooic** + Oi^^^-i -|- a^x^—^ -|- • • -j- On ^ (mod. m) 

dadurcb auf eine andere Form zu bringen, dafs man jeden ibrer 
Koeffizienten a©, Oi, ..., ti« durcb einen seiner Reste fiir den 
Modul m ersetzt. Dafs diese Umformung stattbaft ist, gebt aus 
den Satzen des §. 27 bervor. Wird z. B. in der Kongruenz 

35 ic* + 38a;8 + 40a;a -|- 17a; + 60 = (mod. 19) 

jeder Koef&zient durcb seinen absolut kleinsten Rest ersetzt, so 

Wertheim, Zahlenlehre. a 
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ergiebt sich 

— 3a:* + 2a;a — 2a: -f 3 = (mod. 19). 

Man kann jetzt welter solche Reste der Koeffizienten nehmen, 
welche durch 3, den Koeffizienten der hochsten Potenz von x^ 
teilbar sind. Man erhalt 

— 3a;* + 2lx^ — 21a? +3 = (mod. 19), 

und da 3 prim zu 19 ist, bo ist diese Eongruenz gleichbedeutend mit 

a;* — 7a:9 -|- 7a: — 1 = (mod. 19). 

Wir haben also die vorgelegte Eongruenz in eine andere 
yerwandelt, in welcher die hochste Potenz der Unbekannten den 
Eoeffizienten 1 hat, ein Resultat, das sich freilich, wie wir im 
folgenden Eapitel sehen werden, nicht immer erreichen laist. 



§. 33. 
Wurzeln von Eongruenzen. 

Wenn jeder der Eoeffizienten ao, aj, ..., an der Eongruenz 
Oo^ + «i a:"~^ -|- • • -|- an ^ (mod. m) 

durch den Modul m teilbar ist, so wird die Eongruenz durch 
jeden Wert von x befriedigt In diesem Falle nennt man sie 
eine identische Eongruenz. Die Eongruenz ist unmoglich, d. h. 
es giebt keinen Wert von a:, der ihr geniigt, wenn alle Eoeffi- 
zienten, mit Ausnabme von a^y durch m teilbar sind. 

Wir nehmen jetzt an, es sei weder das eine, noch das andere 
der Fall, und bezeichnen mit x-^ eine Zahl, durch deren Ein- 
setzung an die Stelle von x die linke Seite der Eongruenz durch 
m teilbar wird. Dann wird Xi eine Wurzel der Eongruenz 
genannt. So ist 5 eine Wurzel der Eongruenz 

3 a: — 2 = (mod. 13), • ' » 

da 3.5 — 2 = 13 durch 13 teilbar ist. 

Wenn x-^ Wurzel einer Eongruenz ist, welche den Modul m 
hat, so geniigt der Eongruenz auch jede der unendlich vielen 
Zahlen, welche ^ a:i(mod. m) sind, also jede Zahl a?! -|- fci», wo 
Iz vollig unbestimmt bleibt. Die oben genannte Eongruenz wird 
z. B. durch jede Zahl 5 -|- 13 & befriedigt, wo % jede ganze Zahl 



(mod. 26) 
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sein darf. Alle diese kongruenten Zahlen sieht man aber nur 
als eine einzige Wurzel an. Die verschiedenen Wurzeln 
einer Eongruenz bestimmen, heifst die inkongruenten Zahlen 
suchen, welch e derselben geniigen. 

£s kann auch nach der Auflosung einer Eongruenz oder 
eines Systems von Eongruenzen mit mehreren Unbekannten ge- 
&agt werden. Darunter versteht man die der Aufgabe geniigenden 
zusammen gehorenden Werte x^^ yi, ... der Unbekannten. 

So hat z. B. die Eongruenz 

13j: — 7y + 6 = (mod. 19) 

die Auflosung 

iCi ^ 3, j/i ^ 1 (mod. 19), 

ebenso die Auflosung 

ajj ^ 5, ^2 ^ 2 (mod. 19). 

Die Eongruenzen 

2bx— 17y + 11 = 
16a;+ 9y + 12 = 

haben die Auflosung 

aji = 3, yi = 2 (mod. 26). 

Wenn man in der Eongruenz 

f(x) = ao a:" + fti x"~^ 4~ • • + ^n ^ (mod. m), 

in der Oq, Oi, ..., a« ganze Zahlen bezeichnen, wahrend n eine 
positive ganze Zahl ist, fur x alle Glieder eines vollstandigen 
Restsystems mod. m einsetzt, so erhalt man nach den Satzen 
des §.27 die Keste aller Werte, welche f{x) annehmen kann. 
Diese Bemerkung gestattet es, die samtlichen Wurzeln einer 
solchen Eongruenz durch Probieren zu finden. 

Beispiele. 

I. fix) = 3a; — 5 = (mod. 6). 

Db, f{x) fiir a? = 0, 1,2,3,4, 5 beziehungsweise mod. 6 
= — 5, — 2, 1, 4, 1, 4 wird, also nicht den Rest liefert, so ist 
die Eongruenz unmoglich. 

II. f{x) =Sx — b = (mod. 7). 

f{x) wird fiir a; == 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 fur den Modul 7 be- 

6* 
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ziehungs weise ^ — 5, — 2, 1, 4, 0, 3, 6. Folglich hat die 
Kongruenz eine Wurzel, namlich x ^ 4 (mod. 7). 

III. f{x) = 3aj — 6 = (mod. 9). 

f{x) wird fur a; = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 beziehungsweise 
= — 6, — 3, 0, 3, 6, 0, 3, 6, (mod. 9). Folglich hat die 
Kongruenz die drei Wurzeln ;r ^ 2, 5, 8 (mod. 9). 

IV. f{x) — x^ — 2x^-\-^ = (mod. 9). 

Fiir a; = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ist beziehungsweise f{x) ^ 6* 
5, 6, 6, 2, 0, 6, 8, 3 (mod. 9). Folglich hat die Kongruenz eine 
Wurzel, namlich a; ^ 5 (mod. 9). 



Drittes Kapitel. 

Kongrruenzen ersten Qrades. 



§. 34. 

Die Kongruenz ersten Grades mit einer Unbekannten. 

Anzahl ihrer Wurzeln. 

Jede Kongruenz ersten Grades mit einer Unbekannten kann 
auf die Form 

ax ^b (mod. m) 

gebracht werden; darin bezeichnen a, b, m gegebene ganze Zahlen, 
and nach §. 32 kann man annehmen, jede der Zahlen a, 2) sei 
kleiner als der Modul w. 

Nun haben die am Ende des §. 33 gegebenen Beispiele ge- 
zeigt, dafs nicht jede Kongruenz ao; ^ 6 (mod. w) moglich ist, 
ebenso dafs von den moglichen Kongruenzen dieser Form nicht 
die eine ebenso viele Wurzeln besitzt wie die andere. Es liegt 
uns also zunachst ob, zu bestimmen, welche Kongruenzen ersten 
Grades unmoglich sind, d. h. uberhaupt keine Wurzeln besitzen. 
Diese Frage beantwortet der Sache nach der schon von Bhas- 
carai) ausgesprochene 

Lebrsatz I. Die Kongruenz aa;^&(mod. m) ist un- 
moglich, wenn der grofste gemeinschaftliche Divisor 
i von a und m nicht auch in b aufgeht. 

Be we is. Da vorausgesetzt wird, dafs ax — b ein Viel- 
faches, etwa. das fc fache von m sei, so ist 

ax — fc m = b. 



^) Algebra with Arithmetic and Mensuration from the Sanscrit of 
Brahmegupta and fihascara. Translated by Golebrooke, S. 156. 
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Nun ist die linke Seite ein Vielfaches von d, da d ein Di- 
visor von a wie auch von m sein soil; folglich ist die Gleichung 
und daher die mit derselben identische Kongruenz nur moglich, 
wenn auch die rechte Seite durch d teilbar ist, d. h. wenn d in 
i aufgeht. 

Nach diesem Satze ist z. B. die Kongruenz 6x ^ 7 (mod. 12) 
unmoglich, da 6 nicht in 7 aufgeht. 

Wenn die in dem vorhergehenden Satze fur die Moglichkeit 
der Kongruenz ersten Grades ausgesprochene Bedingung erfiillt 
ist, also der grofste geraeinschaftliche Divisor d von a und m in 
b aufgeht, so konnen wir d wegheben. Dadurch gelangen vrir 
zu einer Kongruenz, deren Modul prim zum Koef&zienten der 
Unbekannten ist. Wird [namlich 

a = da, m = d(i^ b = dfi 

vorausgesetzt, so sind a und ft relative Primzahlen, und die 
Gleichung ax = b -\- mh, welche mit der vorgelegten Kongruenz 
ax ^ 6 (mod. m) identisch ist, geht iiber in ax = ^ -\- ^ik^ fiihrt 
also zu der Kongruenz ax ^ P (mod. ft), welche durch dieselben 
Werte wie die vorgelegte befriedigt wird. Von dieser neuen 
Kongruenz gilt der 

Lehrsatz II. Wenn a prim zu m ist, so hat die 
Kongruenz air ^ 6 (mod. m) stets eine, aber auch nur 
eine Wurzel. 

Beweis. Von den Produkten 

a, 2 a, 3 a, . . ., (m — 1) a 

kann keines fiir den Modul m den Rest Null liefern; denn ware 
eins derselben, etwa lea, durch m teilbar, so miifste, da a prim 
zu m ist, ifc durch m teilbar sein (§. 17, Satz I); das ist aber 
unmoglich, da fc <; w ist. 

Ferner sind jene Produkte fiir den Modul m inkongruent; 
denn ware fca^fc'a (mod. m), so miifste nach §. 27, V auch 
h = h' (mod. m) sein, wahrend zwei Zahlen der Reihe 

1, 2, 3, . . ., m — 1 

fur diesen Modul nicht kongruent sein konnen. Da somit jene m — 1 
Produkte fur den Modul m verschiedene Reste geben, und da der 
Rest Null ausgeschlossen ist, so miissen ihre Reste in irgend 
einer Reihenfolge mit den Zahlen 1, 2, 3,...,w — 1 iiberein- 
stimmen, dergestalt, dafs jedes Produkt einer, aber auch nur 
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einer dieser Zahlen kongruent ist. Unter den letzteren befindet 
sich auch b. Es giebt also eine einzige Zahl x^ welche, mit a 
multipliziert, fur den Modul m den Rest b liefert, d. h. der ge- 
gebenen Eongruenz geniigt. 

Beispiel. Die Kongruenz 7a; ^3 (mod. 15) hat nur die 
eine Wurzel x ^ 9 (mod. 15). 

Zusatz. Die Eongruenz ax ^ b(mod. p)^ deren Mo- 
dul p eine Primzahl ist, hat immer eine, aber auch 
nur eine Wurzel. 

Wenn wir die Eongruenz adx^ id (mod. md), wo a und 
tn als teilerfremd vorausgesetzt werden, durch d heben, so be- 
sitzt die erhaltene Eongruenz ax ^ 6 (mod. m) nach dem vor- 
hergehenden Lehrsatze eine einzige Wurzel, indem die unzahlig 
vielen Werte, die ihr geniigen und die samtlich auch die erste 
Kongruenz befriedigen, nach dem Modul m kongruent sind. Damit 
ist aber nicht gesagt, dais sie auch fiir den Modul md kongruent 
sein werden, d. h. dafs auch die Eongruenz adx ^ bd (mod. md) 
nur eine Wurzel besitzt. Es besteht im Gegenteil der 

Lehrsatz EQ. Die Eongruenz adx =. bd (mod. md) 
hat, wenn dder grofste gemeinschaftliche Divisor von 
ad und md ist, so dais also a und m teilerfremd sind, 
d inkongruente Wurzeln. 

Beweis. Die Eongruenz ax ^b (mod. m), in welche die 
vorgelegte Eongruenz durch Division mit d iibergeht, hat nach 
Lehrsatz II. nur eine Wurzel, die wir mit Xi bezeichnen woUen. 
Die gegebene Eongruenz hat dann die d Wurzeln 

x^^ Xi -{- m, Xi -\- 2m^ . . ., x^ -j- (d — l)w, 

die (zwar fiir den Modul m kongruent, aber) fiir den Modul md 
offenbar inkongruent sind. 

Beispiel. Die Eongruenz 27a; ^ 18 (mod. 36) geht durch 
Division mit 9 iiber in 

Sx = 2 (mod. 4). 

Diese Eongruenz hat die eine Wurzel x ^ 2 (mod. 4), folg- 
lich hat die gegebene Eongruenz die neun Wurzeln 

a?i = 2, iP, = 2+ 4= 6,0:3 = 2+ 8 = 10, 

a?4 = 2 + 12 = 14, Xs = 2-\-l6 = 18, ^^6 = 2 + 20 = 22, 
av = 2-|- 24 = 26, a?8 = 2-|--28 = 30, a?9 = 2 + 32 = 34 (mod. 36). 
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§. 35. 

Auflosung der Kongruenz ersten Grades mit einer 

Unbekannten. 

Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, dafs die Kon- 

gruenaf 

ax ^b (mod. m) 

nur moglich ist, wenn der grofste gemeinschaftliche Divisor von 
a und m auch in b aufgebt, und dafs sie dann in jedem Falle 
so viele fiir den Modul m inkongruente Wurzeln besitzt, als 
dieser Divisor Einheiten enthalt. Wir gehen jetzt dazu iiber, 
diese Wurzeln zu bestimmen. Dabei konnen wir a <Z ^ u^d 
6 <; m voraussetzen; denn ware diese Bedingung nicht erfiillt, 
so konnten wir statt der Zahlen a, b ihre kleinsten Reste fiir 
den Modul m nehmen. Ebenso diirfen wir annehmen, a sei prim 
zu w; denn ein etwa vorhandener gemeinschaftlicher Divisor 
beider Zahlen liefse sich nach §. 34 durch Division entfemen. 

Zur Auflosung der vorgelegten Kongruenz konnen wir nun 
zunachst das in §. 33 dargelegte Probierverfahren anwenden. 
Am zweckmafsigsten geschieht dies auf folgende Weise: Man 
bilde die Reihe 

6, J -|- m, 6 -f- 2 m, 6 -|- 3 m, . . . 

und nehme die kleinste dieser Zahlen, die durch a teilbar ist. Ist 
b -\- hm diese Zahl, so ist 

6 -h fcm 

I /y» 

— — tA/1 

a 
die gesuchte Wurzel. Es ist namlich 



also 



aXi ^ b (mod. m). 



Beispiele. 

I. 1x^1 (mod. 15). 
In der Reihe 

1, 16, 31, 46, 61, 76, 91, ... 

91 
ist 91 die kleinste durch 7 teilbare Zahl; folglich ist — = 13 

die gesuchte Wurzel. 
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Anmerkung. Man kann die Reihe auch nach riickwarts 
fortsetzen, also ein durch a teilbares Glied der Reihe 

..., 6 — 3w, ft — 2w, 6 — m, 6, 6 + ♦»» 6 + 2ni, 6 + 3f», ... 

sucben. Auf diese Weise kommt man oft schneller zum Ziel. Im 
vorhergelienden Beispiel wiirde die Reihe 

. . ., — 29, —14, 1, 16, 31, . . . 

sein, und wir erhielten die Wurzel 

^==^ = — 2 = 13 (mod. 15). 

II. 15 a; = 11 (mod. 23). 
In der Reihe 
11, 34, 57, 80, 103, 126, 149, 172, 195, . . . 
ist 195 das kleinste durch 15 teilbare Glied; also ist 

^=13 
lo 

die gesuchte Wurzel. 

Ein zweites Verfahren besteht darin, dafs man durch An- 

wendung der Satze iiber die Verbindung der Kongruenzen (§. 27) 

den Koeffizienten von x auf die Einheit reduziert. Oft geschieht 

dies dadurch, dafs man einfach eine Zahl Jc bestimmt, fiir welche 

ak entweder ^ -|- 1 oder ^ — l(mod. p) ist, und da a prim 

zu m ist, so ist diese Bedingung stets erfuUbar. Durch Multi- 

plikation der vorgelegten Kongruenz mit k erhalt man dann 

akx ^ &ik(mod. w), 
also entweder 

X = b1c oder x ^ — hk (mod. m). 

Man iibersehe nicht, dafs dieses Verfahren, so bequem seine 
Anwendung in vielen Fallen auch ist, doch nicht den Namen 
einer Auflosungsmethode verdient, da es schon die Auflosung 
einer Kongruenz ersten Grades benutzt. (Siehe die betreftende 
Tabelle des Anhangs.) ' 

Beispiele. 

I. nx = n (mod. 19). 
153ir = 99, 
a? ^ 4, 
oder auch 
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— 2a; = — 8, 

a; ^ 4 (mod. 19). 

11. Sx= 2 (mod. 25). 
24 a: = 16, 
— a? = 16, 

a; = — 16 = 9 (mod. 25). 

III. 15 a? = 11 (mod. 23). 

— Sx = — 12, 

2x= 3 = — 20, 
a; = — 10 = 13 (mod. 23), 

oder auch 

Sx= 12, 

16 x = 24, 

I6x — lbx = 24 — 11, 

x=l3 (mod. 23). 

Bachets Auflosungsmethode. Die Kongruenz 

ax ^ b (mod. m) 
ist gleichbedeutend mit der Gleichung 

ax = b -\- my^ 

in welcher a, 6, m gegebene, a; und y gesuchte gauze Zahlen be- 
deuten. Da diese Gleichung zwei Unbekannte x^ y enthalt, so 
ist sie unbestimmt, d. h. sie lafst im allgemeinen unendlich viele 
Losungen zu. Man kann namlich der einen Unbekannten jeden 
beliebigen Wert beilegen und dann mittels der Gleichung den 
zugehorigen Wert der anderen Unbekannten berechnen. Wenn 
man sich aber auf ganze und (wie es vielfach geschieht) positive 
Werte der Unbekannten beschrankt, so wird die Zahl der 
Losungen verringert. Oft sind in den Aufgaben, die zu un- 
bestimmten Gleichungen fiihren, noch Bedingungen angegeben, 
die sich zwar nicht in Gleichungen umsetzen lassen, aber doch 
die Zahl der Losungen weiter verringern. Wenn z. B. verlangt 
wird, dafs eine gesuchte Zahl eine gewisse Grenze nicht iiber- 
schreiten soil, so werden alle jenseits dieser Grenze liegenden, 
sonst zulassigen Werte ausgeschlossen. 

Um jetzt die Gleichung ax = b -\- my in ganzen Zahlen 
zu losen, dividieren wir mit a und erhalten 

a 
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WO &2 und nij die Quotienten, /3 und ft die Reste der Division 
von h und m durch a bezeichnen. Da nun x^ y^ h^ m^ ganze 

Zahlen sind, so mufs auch ^-^ eine ganze Zahl sein, die wir 

mil z bezeichnen woUen. Aus 

— B A- ajs 

y = — - —  

und, wenn wir die Division . mit ft in — /3 und a ausfiihren und 
die Quotienten mit &2 und m^^ die Reste mit p^ und ft^ bezeichnen, 

Mit dem Bruche ?L_IlJi]_^ der ebenfalls eine ganze Zahl 

sein mufs, da, y, 0, b^^ m^ ganze Zahlen sind, verfahren wir 

ebenso, wie wir mit ^^ verfuhren, und da die Bruche, zu 

a 

denen wir auf diese Weise gelangen, immer kleinere Zahlen zu 

Nennern haben (a >> ft > • • •), so miissen wir endlich einen 

Bruch mit dem Nenner 1 erhalten. Die letzte Gleichung be- 

stimmt dann die vorletzte der Unbekannten a;, y, jer, ... ver- 

mittelst der (unbestimmt bleibenden) letzten, und durch eine 

Reihe von Substitutionen lassen sich riickwarts alle vorher- 

gehenden Unbekannten, also zuletzt auch x durch dieselbe un- 

bestimmte Grofse ausdriicken. 

Es ist vorteilhaft, in der Rechnung immer die absolut klein- 

sten Reste zu nehmen; man kommt dadurch am schnellsten zu 

einem Bruch mit dem Nenner 1. 

Beispiel. Die Kongruenz 19a; ^ 8 (mod. 29) fiihrt zu der 

Grleichung 

19a; = 8 -I- 29 y. 

Diese liefert der Reihe nach 

9y — 8 
x = 2y ^^^^— = 2y — z, 

9y^8=19;., y = ^^^-t^ = 2^+l + ^ = 2^+l+u, 
if — 1 = 9w, isr = 9m 4- 1, 
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und daraus folgt riickwarts 

y = 19m -f- 3, 

X = 29m + 5- 
Die Kongruenz hat also die Wurzel x ^ b (mod. 29). 

Wenn von vornherein eine Gleichung ersten Grades mit 
zwei Unbekannten vorliegt, so empfiehlt es sich haufig, erst die 
Gleichung durch die Kongruenz zu ersetzen, welche den klein- 
sten der Koeffizienten der Unbekannten zum Modul hat, die 
Kongruenz mittels §. 27 zu vereinfachen und dann die mit der 
vereinfachten Kongruenz gleichbedeutende Gleichung in der dar- 
gelegten Weise zu losen. 

Beispiele. 

I. 17a: = 2 + 653/. 

65t/ = — 2 (mod. 17), 

— 3t/ = — 2, 

31/ = 2, 

3y = 2 + 17;sr, y=l + 6;^-^^; 

— '^ — = M, z = ^u — 1; 
6 

y = 17 M — 5, iP = 65 m — 19. 

XL 6259 .r — 2773 1/ = 1. 

6259^ = 1 (mod. 2773), 

713a: = 1, 

mx = 1 + 2773^, 

_ 1 + 2773^ _ ^ 79;g— 1 

^' — 713 —^^ TTs"""' 

79;8r — 1 713m + 1 ^ 2m + 1 

-713- = ^' . = = 9m + -^; 

2m+1 19 V — I V— I 

-79 =^' M = 2 = 39i;-+--2— ; 

^ — 1 oil 

^ — = w, V = 2 w -\- I, 

w = 79 M? + 39, 
= 713 m; + 352, 
X = 2ns w 4- 1369, 
y = 6259 w -|- 3090. 

Anmerkung I. Wenn man ein Wurzelpaar der Gleichung 
qx -\- by = c auf irgend eine Weise (durch Erraten, Probieren 
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Oder dergl.) gefunden hat, so ist es leicht, die allgemeine Losung 
zu erhalten. Das gefundene Wurzelpaar sei |, iy; dann ist 

ax -\- by = c 

a^ -^brj = c, 



folglich 



■o 



Oder 



a(^ — !) + &(!/ — 1?) = 0, 



X — ^ _-\-b _ ^bk 
y — ri — a — aA' 

wo Ic jede ganze Zahl sein kann. Die allgemeine Losung der 

Gleichung ist also 

^x = ^ + bTc 

\y = ri — ah 

Beispiel. Die Gleichung Ibx — 23y = ll wird durch 
die Werte x = IS, y = S befriedigt; ihre allgemeine Losung ist 
daher 

a; = 13 + 23ife 

y = S — IbJc, 

wo h jede ganze (positive oder negative) Zahl sein kann. 

Anmerkung 11. Aufgaben, welche zu unbestimmten 
Gleichungen ersten Grades fuhren und in ganzen positiven Zahlen 
gelost werden soUen, werden — nicht ganz zutreffend — 
diophantische genannt. Der griechische Mathematiker Dio- 
phantus von Alexandria behandelt zwar in seiner Arith- 
metiki) vorwiegend (nicht ausschliefslich) unbestimmte Auf- 
gaben, aber er fordert immer nur Losungen in rationalen, nicht 
in ganzen Zahlen. Die Losung der Gleichung ax^^b-j-cyin 
ganzen Zahlen ist zwar schon um 500 v. Chr. den alten Indern^) 
gelungen; aber die Leistungen dieses Volkes in der Mathematik 
sind erst im 19. Jahrhundert in Europa bekannt geworden. Hier 
hatte inzwischen Claude Gaspar Bachet de Meziriac, der 
beriihmte Herausgeber des Diophant, die Aufgabe von neuem 
gelost. Er setzt sein Verfahren, das spater Euler (Algebra, 
Bd. II, Kap. I oder auch Commentationes arithmeticae 
coUectae, Bd. I, S. 11) mit der ihm eigenen Klarheit dargelegt 
hat, und das oben mitgeteilt worden ist, in seinen „Problemes 



^) Deutsche Ubersetzung von G. Wertheim. Leipzig 1890. 
') Siehe die Anmerkasg zu §. 62. 
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plaisans et delectables, qui se font par les nombres'^ aas- 
einander und zwar in der zweiten 1624 erschienenen Ausgabe, 
nachdem er es in der ersten Ausgabe (1612) nur angekiindigt 
hatte. Weiter unten werden wir noch einige andere Auflosungs- 
methoden der Kongruenz ersten Grades mit einer Unbekannten, 
resp. der Gleichung ersten Grades mit zwei Unbekannten be- 
handeln, fiir die ganze Zahlen gesucht werden soUen. (S. §. 45, 
62, 78, 88, 94, 97.) 



§. 36. 

Zuriickfiihrung der Kongruenzen ersten Grades, deren 
Moduln zusammengesetzte Zablen sind, auf solche mit 

Primzahlmoduln. 

Wir nehmen an, der Modul der Kongruenz 

(1) a a? ^ 6 (mod. m) 

sei eine zusammengesetzte Zahl, m=pn^ wo p eine Primzahl, 
n eine beliebige Zahl bezeichnet. Dann mufs auch 

(2) ax ^ b (mod. p) 

sein; denn da die Zahl ax — b durch das Produkt pn teilbar 
sein soil, so mufs sie auch durch jeden Faktor desselben, also 
durch p teilbar sein. Die Kongruenz (2) habe die Wurzel Xi] 
dann hat (1) die Wurzel Xi +jpy, wofern fiir y ein passender 
Wert genommen wird. Um diesen Wert von y zu bestimmen, 
ersetzen wir in (1) x durch Xi -\- py und erhalten 

axi + apy ^ b (mod. m) 
oder 

apy ^ b — axi (mod. pn). 

Da Xi eine Wurzel von (2) ist, so ist b — aXi ein Vielfaches 
von jj, etwa gleich cp^ und daher geht die vorhergehende 
Kongruenz durch Division mit j> iiber in 

(3) ay ^ c (mod. n), 

Diese Kongruenz dient zur Bestimmung von y. 

Wenn nun n eine Primzahl ist, so ist die Losung der Auf- 
gabe beendet. Im entgegengesetzten Falle haben wir mit (3) 
ebenso zu verfahren, wie wir mit (1) verfahren sind, und auf 
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diese Weise konnen wir allmahlich die Auflosung der Eongruenz 
ersten Grades, deren Modul eine zusammengesetzte Zabl ist, auf 
die Yon Kongruenzen zuruckfiihren , von denen jede eine Prim- 
zahl zum Modul hat. 

Beispiel (Gauss, Disquisitiones, 30). Um die Kon- 
gruenz 

(1) 19 a: = 1 (mod. 140) 
zu losen, behandeln wir zunachst 

(2) 19 a; = 1 (mod. 2) 

und erhalten 

X ^ 1 (mod. 2), 
d. h. 

a? = 1 + 2 a/. 

Wird dieser Wert von x in (1) eingesetzt, so folgt 

19 + 38 a:' = 1 (mod. 140) 
Oder 

(3) 19 a:' = — 9 (mod. 70). 

Auch diese Eongruenz losen wir zunachst fur den Modul 2, 
behandeln also 

(4) 19a:' = — 9 (mod. 2) 

und erhalten 

a;' = 1 (mod. 2), 
d.h. 

a/= 1 + 2a;". 

Fiir diesen Wert von a/ geht (3) iiber in 

19 + 38 a/' = — 9 (mod. 70) 
Oder 

(5) 19 a/' = _ 14 (mod. 35). 

Diese Eongruenz losen wir fur den Modul 5, behandeln also 

(6) 19 x" = — 14 (mod. 5) 

Tmd erhalten 

a/' = 4 (mod. 5), 
d. h. 

a/' = 4 + 5a;'". 

Fiir diesen Wert geht (5) iiber in 
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76 + 95 iz/" = — 14 (mod. 35) 
Oder 

(7) 19ic'" = — 18 (mod. 7). 

Die Wurzel dieser Kongruenz ist 

a;"' = 2 (mod. 7); 
es ist also 

ar"' = 2 + 7 a;"", 

uiid wir erhalten riickwarts schreitend 

x'' = 14 + 35 x^''\ 

od = 29 4- 70 a/'", 

a; = 59 4- 140 a:"", 
also 

a; = 59 (mod. 140). 

§. 37. 
Anwendungen der Kongruenzen ersten Grades. 

I. Aufgabe. Die Zahl 100 in zwei Telle zu zerlegen, von 
denen der erste bei der Division durch 5 den Rest 2, der zweite 
bei der Division durch 7 den Rest 4 giebt (Euler, Algebra, 
Bd. II, Kap. I, Nr. 6). 

Der erste Teil wird von der Form 5 a; -f- 2 , der zweite von 
der Form 7y -f- 4 sein; wir erhalten also die Gleichung 

(5a; + 2) + (7y + 4) = 100, 

d. i. 5a; + 7y = 94, oder die Kongruenz 

7 1/ = 94 (mod. 5), 

deren Wurzel y ^ 2 (mod. 5) ist. Es ist also y = 2 -f- ^^ 
uiid durch Einsetzung dieses Wertes in die Gleichung 

5a; + 7i/ = 94 

folgt a? = 16 — 7&. Als die gesuchten Telle von 100 ergeben 

sich danach 

5 a; + 2 = 82 — 35 fc, 

7 2/ -f 4 = 18 + 35 ft. 

Damit beide Telle positiv seien, darf ft nur = oder 1 oder 2 
angenommen werden. Die Aufgabe lafst danach drei Losungen 
zu, namlich 82 und 18, 47 und 53, 12 und 88. 
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11. In einer Rechnung findet sich der Posten 

* 24 a a 1,9 * A = A * 38,08. 

Da, wo das Zeichen * steht, sind die Ziffem unleserlich. Wie 
heifsen diese Ziffern? [S. Wertheim, Elemente der Zahlen- 
theorie, Leipzig 1887, S. 43.] 

Warden dieselben der Reihe nach mit a?, y, z bezeichnet, so 
erhalt man, wenn man auf Pfennige rechnet, die Gleichung 

(24 + 100 ir) (190 + J/) = 3808 + lOOOO^er, 

und daraus folgt leicht 

ion 1 A C25;sr + 238 

Nun soil y eine der Zahlen 0, 1, 2, . . ., 9 sein, daher mufs 

^ • ^"tf-5 < 200, 

aber r^ 190, also 

625. + 238 

sein. Dieser Bruch kann daher nur die Werte 49 und 48 haben. 

Die Annahme 

625;g + 238 _ 

25;r+6 ~ 

liefert aber 

625. + 238 = 1225 a; + 294, 

fiihrt also zu der Kongruenz 

625. = 56 (mod. 1225), 

die nach §. 34, Lehrsatz I unmoglich ist. Wird weiter 

625 . 4- 23 8 _ 
25a: + 6~~ 

gesetzt, so ergiebt sich der lleihe nach 

625. + 238 = 1200 a; + 288, 
25 . = 48 a; -|- 2, 
48 a; = — 2 (mod. 25), 
X ^ 1 (mod. 25). 

Es ist also a; = 1 -j- 25 fc, und damit x eine einstellige Zahl 
sei, ist fc = anzunehmen, so dafs wir a; = 1 erhalten. Fiir 
diesen Wert wird . = 2, 2/ = 2; der Posten lautet somit 

124 tt a Jk 1,92 = 238,08 A 

Worth eim, Zahlenlehre. 7 
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§. 38. 



III. Ein gezahntes Bad mit 30 Zahnen greift in die Liicken 
eines zweiten Rades, das 41 Zahne hat, und zwar anfangs der 
erste Zahn des ersten Rades in die erste Liicke des zweiten. Wie- 
viel Umdrehungen wird jedes gemacht haben, wenn der erste 
Zahn des ersten Rades in die zehnte Liicke des zweiten greift? 

Nach X Umdrehungen des ersten und y des zweiten Rades soil 

30 rr = 41y -I- 9 
sein, und daraus folgt leicht 

a; = 41 i; — 12, y = 30* — 9, 
wo k unbestimmt bleibt. 



IV. Wie bestimmt man aus — und 

b 



10 



der Kreisperipherie 



-— derselben? 
15 

Die Gleichung 



6 "^ 10 



15 



giebt, wenn man sich auf echte Briiche beschrankt, die vier 
Losungen 

J[^_l^ L — ?._i_^_^ — A_5 

— __ __ _ ______ 



15 



10 



3 



3 



10 



6 



§. 38. 

Zahlen, welche fiir gegebene Moduln mi, w^, ..., nin 
gegebene Reste ri, rj, ..., r„ liefern. 

Es soil eine Zahl x ermittelt werden, welche den Eongruenzen 
X ^ ri(mod. Wi), x ^^r^ (mod. mg), ..., x = r„(mod. w„), 
d, i. den Gleichungen 

a; = /-i -(- Wi t/, a? = ^2 -f- m.2 ^er, . . ., x := Tn -\- ntn'^i 

geniigt, wo j/, jsr, ..., te unbestimmte Zahlen bezeichnen. Elimi- 
nieren wir x aus den beiden ersten Gleichungen, setzen also 

n + ♦Wi 3/ = ra + ma if, 

so erhalten wir eine Gleichung mit den Unbekannten y und z^ 
die nach §. 35 zu losen ist. Wir konnen durch Benutzung des 
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auf diese Weise fiir y oder erhaltenen Wertes einen neuen 
Ausdruck fiir x bilden, dessen Einsetzung in die dritte Gleichung 
die Bildung eines dritten Ausdrucks von x ermoglicht. So fort- 
fahrend gelangen wir nach und nach zu einem Ausdruck fur a?, 
der alien gestellten Bedingungen geniigt. 

Beispiel. Welche Zahl giebt bei der Division durch 67, 
15 und 7 beziehungs weise die Reste 10, 13 und 5? 
Die gesuchte Zahl x soil den drei Gleichungen 

a; = 10 + 67 J/, x = 13 -}- Ibz, a; = 5 + 7w 

geniigen. Setzt man 

10 + 67 2/ = 13 + 15^, 

so ergiebt sich leicht 

2/ = 15fc — 6, ;gf = 67fc — 27, x = 1005 fc — 392, 

wo fc unbestimmt bleibt. 
Weiter setzen wir 

1005i; — 392 = 5 + 7w 
und erhalten 

u = 1005 1 + 374, X = 7035 1 + 2623, 

wo I eine neue unbestimmt bleibende ganze Zahl bezeichnet. Es 
geniigen also alle in dem Ausdruck 7035 1 + 2623 enthaltenen 
ganzen Zahlen den gestellten Bedingungen. 

Andere Losung der Aufgabe. (Gauss, Disquisitiones 
36.) Wir bestimmen eine Zahl ^1, welche den Kongruenzen 

*i ^ 1 (mod. m,), ti ^ O(mod. mg), ..., t^ ^ O(mod. w„) 

geniigt. Ebenso ermitteln wir eine Zahl ^2? welche fiir den 
Modul ma den Rest 1, fiir jeden der anderen Moduln den Rest 
Null giebt; weiter eine Zahl t^^ welche ^ l(mod. mg), aber fiir 
jeden der anderen Moduln ^ ist; u. s. w.; endlich eine Zahl 
t», welche fiir den Modul Wn den Rest 1, fiir jeden der anderen 
Moduln den Rest Null giebt. Dann erfiillt offenbar die Zahl 

a; = ri ^1 + r.^ ^2 + • • • + ^n^n 
alle gestellten Bedingungen. 

Beispiel. Es soil wieder 

X ^ 10 (mod. 67), ^ 13 (mod. 15), ^ 5 (mod. 7) 

7* 
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sein. Wir bestimmen zunachst t^ durch die Kongruenzen 

^1 = l(mod. 67), fi = O(mod. 15), t^ = O(mod. 7). 

Wegen der beiden letzten Kongruenzen mufs ti durch 15.7 
teilbar, also von der Form 105 f^ sein, und aus 

105 1\ = 1 (mod. 67) 
folgt leicht 

i[ = 30 (mod. 67); 
also ist 

^; = 30 + 67A; und ^i = 3150 + 7035 fc. 

Ebenso bestimmen wir weiter t^ durch die Kongruenzen 

ti = O(mod. 67), t^^l (mod. 15), t^ = 0(mod. 7). 

Die erste und dritte Kongruenz lehren, dafs t^ von der 
Form 469^2 ^^^^ mufs, und dann liefert die Kongruenz 

469^; = l(mod. 15) 
den Wert 

^2 ^ 4 (mod. 15). 
Es ist also 

t; = 4 + 15& und ^3 = 1876 + 7035 fc. 

Endlich bestimmen wir t^ durch die Kongruenzen 

^3 = O(mod. 67X ^3 = O(mod. 15), t^ = l(mod. 7). 

Mit Riicksicht auf die beiden ersten Kongruenzen ersetzen 
wir ^3 durch 1005^3; dann geht die dritte Kongruenz iiber in 
1005^3 ^ l(mod. 7) und liefert t'^ ^ 2 (mod. 7), so dafs sich 

^; = 2 + 7 fc und ^3 = 2010 + 7035 k 

ergiebt. Als Wert von x erhalten wir also 

10.3150 + 13.1876 + 5.2010 = 65938 = 2623 (mod. 7035). 

Anmerkung. Die Anwendung der letzteren Methode setzt 
voraus, dafs je zwei der Moduln Wi, Wj, ... prim zu einander 
seien. Wenn namlich m^ = d[ii und iWa = dftj einen grofsten 
gemeinscha/tlichen Divisor d haben, so ist es unmoglich, den 
beiden Kongruenzen 

ti ^ l(mod. d^i), ti ^ O(mod. dftj) 

zu geniigen; denn aus 

^1 = 1 -{- kd^i = Id ^2 
folgt 
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d{lii^ — k(ij) = 1, 

und das ist unmoglich , da die linke Seite durch d teilbar ist, 
die rechte aber nicht. Auf diese Weise kann es kommen, dafs 
die zweite Methode bei einer Aufgabe versagt, die recht wohl 
losbar ist, und: bei der die erste Methode zum Ziel fiihrt. 

Diesen Uebelstand zu beseitigen, zerlegen wir jeden der 
Moduln der gegebenen Kongruenzen in Zahlen, die entweder 
Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen sind. Dann gilt die 
betreffende Kongruenz fiir jede dieser Zahlen als Modul. Wir 
gelangen so zu einer Reihe von Kongruenzen, von denen mog- 
licherweise die eine oder die andere, weil mehrfach vorhanden, 
weggelassen vv^erden kann. Es ist auch moglich, dafs die eine 
Kongruenz einer anderen widerspricht; in diesem Falle ist die 
Aufgabe unmoglich. Wenn das nicht der Fall ist, bilden die 
neuen Kongruenzen ein System, in welchem je zwei Moduln prim 
zu einander sind, welches also der Anwendung der zweiten 
Methode unterliegt. 

Beispiel. Welche Zahl giebt fur die Divisoren 4, 6, 10 
beziehungsweise die Reste 3, 5, 1? 

Die erste Methode liefert fiir die gesuchte Zahl den Wert 
a; = 11 -[- 60ife, wo h jede ganze Zahl sein kann. 

Nach der zweiten Methode haben wir es mit den Kongruenzen 
zu thun: 

1) a; = 3 (mod. 4); 

2) ;r = 5 (mod. 6) ; 

3) x=l (mod. 10). 

Die zweite Kongruenz ersetzen wir durch 

a; ^ 5 ^ 1 (mod. 2) 
X ^ b ^ — 1 (mod. 3), 
die dritte durch 

X ^ 1 (mod. 2) 
X ^ I (mod. 5). 

Die Kongruenz x ^ I (mod. 2), die wir zweimal erhalten 
haben, kann iiberhaupt weggelassen werden, da sie in 

X ^ 3 (mod. 4) 

enthalten ist Wir haben somit die Kongruenzen 

x^ S (mod. 4), ' X ^ — 1 (mod. 3), x ^ 1 (mod. 5), 
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und die zweite Methode, die jetzt angewandt werden kann, liefert 
wie die erste den Wert x = II -\- 60k. 

A uf gab en. I. Welche Zahl giebt, durch 2, 3, 4, 5, 6 divi- 
diert, jedesmal den Rest 1, durch 7 dividiert, den Rest Null? 

Losung. Da 60 das kleinste geraeinschaftliche Vielfache 
der Zahlen 2, 3, 4, 5, 6 ist, so werden die auf diese Divisoren 
bezuglichen Bedingungen durch die Zahlen 60h -\- 1 erfuUt, wo 
h noch unbestimmt ist. Es solljnun 

60ife + 1 = Oder 4fc + 1 = O(mod. 7) 

sein, und daraus folgt 

fc ^ 5 (mod. 7) Oder ft = 5 -(- 7 Z. 

AUe Bedingungen der Aufgabe werden also durch die Zahlen 

. 60(5 -f 7?) + 1 = 301 + 4:201 

erfiillt, wo I jede ganze Zahl sein kann. 

II. Welche Zahlen geben fur die Divisoren 2, 3, 4, 5, 6, 7 
beziehungsweise die Reste 1, 2, 3, 4, 5, 0? 

Losung. Die fiinf ersten Bedingungen werden durch die 
Zahlen 60fc — 1 erfiillt. Nun soil noch 

60 ft — 1 = (mod. 7) oder 4 ft = 1 (mod. 7) 

sein. Daraus folgt 

ft = 2 (mod. 7) Oder ft = 2 -j- 7 ?; 
somit ist 

60ft — 1 = 60(2 + 7Z) — 1 = 119 + 420Z 
die Losung der Aufgabe. 

III. Eine Zahl (unter einer gewissen Grenze) zu erraten,*die 
sich jemand gedacht hat. 

Losung. Man wahle Zahlen a, 6, c, ..., von denen jede 
prim zu jeder anderen ist, und bestimme die Zahlen a, /3, y, .A^ 
welche den Bedingungen 

a ^ l(mod. a), ^ O(mod. 6), ^ O(mod. c), ... 
/3 ^ (mod. a), ^ 1 (mod. 6), ^ (mod. c), ... 
y ^ (mod. a), ^ (mod. 6), ^ 1 (mod. c), ... 

geniigen. Darauf lasse man die gedachte Zahl x durch jede der 
Zahlen a, J, c ... dividieren; die Reste seieh S, i?, £, ... Endlich 
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lasse man die Produkte a|, fii], yti ••• bilden and addieren. 
Die erhaltene Summe ist 

^ a? (mod. abc . . .). 

Der kleinste positive Rest dieser Summe ist also die gedacbte 
Zahl. Wieviele Zahlen a, J, c... man wahlt, ist gleichgUltig. 

Anmerkung. Die Aufgabe, die Zahl zu bestimmen, welche 
fur gegebene Moduln gegebene Reste giebt, ist scbon von den 
alten Cbinesen gelost worden (vergl. Biernatzki, Die Arith- 
metik der Cbinesen. Crelles Journal, Bd. 52) und feblt wohl in 
keinem aritbmetischen Werke des Mittelalters. Die 'Aufgabe III 
ist die Nr. 5 der nQopiij^ara aQL&^rjtvxd des Codex Cizensis^), 
welche Richard Hoche seiner Ausgabe der Arithmetik des 
Nikomachus beigefiigt hat. Sie findet sich ebenfalls (fiir be- 
stimmte Werte von a, 6, c) bei vielen Schriftstellern des Mittel- 
alters, z. B. bei Leonardo Pisano Bd. I, S. 304 der Ausgabe 
von Boncompagni. 

§. 39. 
Zerlegung eines Bruches in seine Partialbriiche. 

Wir denken uns den Nenner N des vorgelegten Bruches in 
seine Primzahlfaktoren zerlegt, 

N = a* M . . . fc^ 

wo a, 6, ..., A; ungleiche Primzahlen, a, ^, ..., x ganze positive 
Zahlen bezeichnen. Wird nun der Kiirze wegen 

a« = ^, W = B, cy = C,. . ., Tc^ = K 

gesetzt, so ist jeder der Faktoren des Produkts 

N= ABC . . . K 

Z 

prim zu jedem anderen. Den Bruch -^ in seine Partial- 
briiche zerlegen, heifst dann ihn auf die Form 

2v - 3 + :g + c + • • • + z 

bringen, wo a?, y, jer, ..., w positive oder negative ganze Zahlen 
bedeuten. 



*) Ciza = Zeitz. 
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Um diese Aufgabe zu losen, multiplizieren wir beide Seiten 
der Gleichung mit N und erhalten 

Z=BC...Kx'i- AC..,Ky-i- AB...K0-] [-ABC-u. 

Da nun alle Glieder der rechten Seite, mit Ausnahme des 
ersten, durch A teilbar sind, so erhalten wir zur Bestimmung 
von X die Kongruenz 

BC .. . K.x = Z{moA. A), 

Ebenso ergeben sich weiter die Kongruenzen 

AC .,.K.y = Z{mod. B\ 
AB...KZ = Z(mod. C), 



- 1, 



ABC ... u =Z(mod. E), 

welche beziehungsweise j/, ^e?, ..., u bestimmen. 

Haufig empfiehlt es sich, nur positive echte Briiche im End- 
resultat zu dulden; das ermoglichen die beiden Formeln 

X A — X 

~A~'~A 

A -\- X ^ I -I 

~~jr~ — A~^' 

17 
Beispiel. Es soil der Bruch — in Partialbriiche zerlegt 

werden. Wird 

17 ^ I y \ f_ 

60 "~ 3 "^ It "^ "5" 
gesetzt, so folgt durch Multiplikation mit 60 

17 = 20^ + 15t/ + 12^. 
Es muls also 

20 a; = 17 (mod. 3), Iby = 17 (mod. 4), 12;^ = 17 (mad. 5) 

sein, und diese Kongruenzen haben die Wurzeln 

X ^ I (mod. 3), y ^ 3 (mod. 4), ^ ^ I (mod. 5), 

d. h. es ist 

a?=l + 3ft, «/ = 3 + 4&', ^=l4-5fc", 

wo fc, &', &" unbestimmt bleiben. Fiir diese Werte wird 

17 = 20(1 + 3fc)+ 15(3 -(-4fc')+ 12(1 + 5fc") 



fB** 
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Oder 

17 = 77 + 60 (A; + fc' -f fc"). 
Wir haben also iiber fc, fc', V so zu verfugen, dafs 

fc 4- fc' -f fc" = — 1 

werde. Das ist auf unendlich viele Arten moglich. Will man 
jedoch als Partialbriiche nur echte Briiche zulassen, so ergeben 
sich fur fc, fc', fc" nur die drei VVertsysteme 

fc = 0, fe' = 0, fc" = — 1, 
fc = 0, &' = —!, Id' = 0, 
fc = — 1, fc' = 0, fc" = 0, 

denen die Losungen 

17 _ 1 I 3 _ 4 
60 "~ 3 "" 4 5 ' 

17 _ i_i , 1 

• 60 ~ 3 4 "+■ 5 ' 
17__231_ 

60 ~ 3 "^ 4 "*" 5 

entsprechen. SoUen die Briiche selbst positiv sein, so liefert die 
erste der angegebenen Formeln 

11-14-^4-1-1 
60 ~" 3 "^ 4 "^ 5 

Anmerkung. Der Bruch 

Z 



a« 6.'* . . . k^ 
kann auch in Briiche mit den Nennern 

zerlegt werden. Diese Zerlegung werden wir unten in §. 41 
behandeln. 

§. 40. 

Auflosung der Gleichung 

Ax -j- By -{- Cz -\- Du -\- ••• = ft, 

in welcher /t der grofste gemeinschaftliche Divisor 

der Zahlen A, JB, (7, D, ... ist. 

L Wir behandeln zunachst die Gleichung 
(1) . Ax -{- By = fii, 
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WO fti der grofste gemeinschaftliche Divisor von A und JB ist. 
Dividieren wir beide Seiten durch ft,, so erhalten wir, wenn 

— = a — — h 

gesetzt wird, wo also a und h relative Primzahlen sein werden, 

(2) ax-\-hy = 1. 
Diese Gleichung ist der Kongruenz 

ax ^\ (mod. 6) 

aquivalent, welche nach §. 34, Lebrsatz I eine einzige Wurzel 
X ^ ^ (mod. h) hat. Es ist also a? = |-|-&fc,woifc unbestimmt 
bleibt, und durch Einsetzung dieses Wertes in (2) erhalt man 

y = ^ — alz 

1 ah 

Oder, wenn die ganze Zahl r — ^ mit iy bezeichnet wird, 

y = Tj — ah Da fc jede ganze Zahl sein kann, so hat die 
Gleichung (2) unendlich viele Losungen. 

Beispiel. Die Gleichung bx — Sy = I hat die Losungen 
X =-]- 5j+ Sk y == + 3 + 5i, 
wo k jede ganze Zahl sein kann. 
II. Es sei jetzt die Gleichung 

(3) Ax -\- By -\- Cz ^= ^2 

vorgelegt, wo ftj der grofste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen 
-4, jB, (7 ist, der nach §.16, Aufgabe II gefunden wird, indem 
man erst den grofsten gemeinschaftlichen Divisor ftj von A und 
JB, dann den grofsten gemeinschaftlichen Divisor von ftj und G 
ermittelt. Ferner seien |, iy die Wurzeln der Gleichung (1), also 

Auf dieselbe Weise wie (1) losen wir die Gleichung 

deren Wurzeln r = q, = ^ sein mogen, so dafs also 

f*lP + C'g = iU2 

Oder 
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Oder 

ist, woraus hervorgeht, dafs die Gleichung (3) die Wurzeln 

^ = ^Q, y = VQy = i 
hat. 

III. Hat die linke Seite der vorgelegten Gleichung noch ein 
viertes Glied Dw, so nehmen wir den grofsten gemeinschaftlichen 
Divisor /l^ von fig ^^^^ -^ (der dann der grofste gemeinschaft- 
liche Divisor von A, B^ C^ D sein wird) und losen nach I die 
Gleichung 

{^2 5 + Bu = fta, 

deren Wurzeln s = <J, m = v sein mogen, so dafs also 

oder 
ist, was 

als Wurzeln der Gleichung 

Ax -)- By -\- Ca -{- Du = fi^ 
ergiebt 

So fortfahrend gelangt man schliefslich zur Losung der 
Gleichung 

Ax -\- By + C^^ + -Dw -[-.•• = ft, 

in welcher fi den grofsten gemeinschaftlichen Divisor aller Zahlen 
Ay Bf C^ Dy ,., bezeichnet 

Bei spiel. Es soil eine Losung der Gleichung 

Sx — Qy — Se -\- lOu = I 

geiunden werden. Die Gleichung 

Sx — 6y = 3 hat die Wurzeln x = 3^ y = 1. 

Weiter hat die Gleichung 

Sr — 8s! = I die Wurzeln r = 3, ;3r = 1; 
€ndlich hat die Gleichung 

s -f- lOu = 1 die Wurzeln s = 11, w = — 1. 
Es ist also 
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a:= 3.3.11 = 99, 2/= 1.3.11 = 33, ;8f = 1.11 = 11, «* = — 1 
eine Losung der vorgelegten Gleichung. 

Anmerkung. Wenn ft nicht der grofste gemeinschaftliche 
Divisor der Koeffizienten J., JB, C, D, ..., sondern eine beliebige 
andere Zahl ist, so ist ein anderes Verfahren zur Losung der 
Gleichung einzuschlagen, das in §. 41 dargelegt werden wird. 



§.41. 

Auflosung der Kongruenz ersten Grades mit 

mehreren Unbekannten. 

Die Kongruenz 

ax-\-by-{-c0-\-'"^^r (mod. m) 
oder die Gleichung 

ax -{- by -\- C0 -{-'" = r -\- mk 

ist offenbar nur dann moglich, wenn der grofste gemeinschaft- 
liche Divisor der Zahlen a, 6, c, ... und m auch in r'aufgeht. 
Wenn das der Fall ist, so fallt dieser Divisor durch Division 
weg; derselbe kann daher von vornherein gleich 1 angenommen 
werden. 

Dies vorausgesetzt, losen wir die Gleichung fiir die Un- 
bekannte, welche den kleinsten Koeffizienten hat, wobei die 
iibrigen Unbekannten zunachst als bekannt behandelt werden, 
und verfahren dann ganz auf die in §. 35 dargelegte Weise. 

Aufgabe. (Bhascara, Golebrooke, S. 233.) „5 Tauben sind 
fur 3 Dramma zu haben, 7 Kraniche fiir 5, 9 Giinse fiir 7 und 
3 Pfauen fiir 9 Dramma. Bringe 100 dieser Vogel fiir 100 Dramma 
zur Zufriedenheit des Fiirsten." 

Es sind x Tauben, y Kraniche, ^ Ganse und 100 — x — y — jsr 
Pfauen, und die Preisangaben der Aufgabe liefern die Gleichung 

X + T + ¥ + ^(^*^^ -x-y-0) = 100, 
welche nach leichten Reduktionen 

189a: + ISOy + 175^ == 15750 
wird. Daraus folgt der Reihe nach 
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175 ;2r = 15750 



jsr = 90 — y — x — 
5y = 175fc — 14 a:, 



180 y — 189 :r, 

hy -\- \^x 



175 



= 90 — 2/ — ^ — fc, 



X 



y = 35fc — Sir + - = 35fc — Sir + i', 

X ^^^ OK/, 

80 dafs man 

ir = 5 fc', 

t/ = S5fc — 14 A;', 

i^ = 90 — 36fc-(- 9fc', 

100 — a? — 3/ — ;er = 10 + fc 

erhalt, wo h und X;' so za wahlen sind, dafs sich fur jede Un- 
bekannte ein positiyer Wert ergebe. Damit x positiv werde, ist 
V positiy anzunehmen, und damit dann y positiv sei, mufs auch 
h ein positiver Wert beigelegt werden. Aus den Ausdriicken 
fiir y und z erhalt man 

9y + 14ier = — 189 A; + 90.14, 

und damit dieser Ausdruck positiv sei, mufs 189 ft <; 90 . 14, also 
ft ^ 6 sein. Fiir ft = 1 kann ft' (wegen y) nur die Werte 1, 2 
haben. Wenn ft = 2 ist, kann ft' einen der vier Werte 1, 2, S, 4 
haben. Fiir ft = S ist ^sr = 9 ft' — 18, also mufs ft' wenigstens 
gleich 3 sein; es ist dann aber y = 105 — 14 ft', also kann ft' hoch- 
stens 7 sein, so dafs sich fiir ft' die funf Werte S, 4, 5, 6, 7 er- 
geben. Ebenso findet man fur ft = 4, dafs ft' die Werte 7, 8, 9 
haben kann; fiir ft = 5 kann ft' = 11 oder 12 sein; die An- 
nahme ft = 6 endlich erweist sich als unmoglich. Wir erhalten 
also im ganzen 16 Losungen, welche die folgende Tabelle dar- 
stellt 
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W 


X 


y 


z 


V^ — x — y — z 


1 


1 


5 


21 


63 


11 




2 


10 


7 


72 


11 


2 


1 


5 


56 


27 


12 
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10 


42 


36 


12 




3 


15 


28 


45 


12 




4 


20 


14 


54 


12 
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¥ 


X 


y 


z 


100 — ic — 2/—-? 


3 


3 


15 


63 


9 


13 




4 


20 


49 


18 


13 




5 


25 


35 


27 


13 




6 


30 


21 


36 


13 




7 


35 


7 


45 • 


13 


4 


7 


5 


42 


9 


14 




8 


40 


28 


18 


14 




9 


45 


14 


27 


14 


5 


11 


55 


21 


9 


15 




12 


60 


7 


18 


15 



Zerlegung eines Bruches in Partialbriiche. Auf 
eine Gleichung mit mehreren Unbekannten wird auch die in der 
Anmerkung zu §. 39 erwahnte Aufgabe zuriickgefiihrt, einen 
Bruch mit dem Nenner a"6/* ... &*, wo a, 6, ..., fc ungleiche Prim- 
zahlen bezeichnen, in Briiche mit den Nennern 

ZU zerlegen. Aus der Gleichung 

^ _|_ ^2 I _ X Xg , y-i . 



a« 6^ . . . fc'^ 



b^ 



4- ^ -J L ^- 



folgt namlich durch Multiplikation mit a" fo'* . . . fc'* 

Z = W.,,'h'x^ + a¥...Tc''X2 -\ \- a«-^&/*...fc^;ra 

und diese Gleichung ist in der oben dargelegten Weise zu be- 
handeln. 

Auch bier hat man besondere Sorgfalt anzuwenden, wenn 
man alle Losungen finden will, die die Aufgabe zulafst. 

59 
Beispiel. Es soil der Bruch — zerlegt werden. Die An- 



nahme 



liefert 



59 



X 



X. 



3/5 



VX ', 2/2 



70 Qlyl lOlQlQ 



72 



8 



9 



59 = 9;ri + 18^2 + 36^3 + 82/1 + 24i/2> 
und daraus folgt 
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8j/i = 59 — 9;ri — 18^2 — S6x^ — 24^2 
Oder 

t/i =r 7 _ iCi — 2a;2 — 4 ;r3 — 3i/2 H ^ ^ '-- 

Wird jetzt 

tJ X-^ «^ JC'2 4: 3/3 1 



8 
gesetzt, so erhalt man 

Vi = 4 — 32^2 + 9^, 

wo OTs, rTs, t/29 A^ noch unbestimmt sind. 

Da es' sich hier nur nm echte Briicbe handelt, so kann x^ 
nur die beiden Werte ± 1 haben, y^ nur die vier Werte + 1, 
± 2, und ebenso giebt es Grenzen fur Xi^ x^^ y^. 

Wenn nun erstens iCg = -|- 1 ist, so erkennt man leicht, 
dafs fc entweder = oder = -|- 1 oder == — 1 sein mufs. Fiir 
fc = kann y^ jeder der drei Werte -|- ^ » "~ ^ » +2 und x^ 
jeder der sechs Werte ± !> ± 2, + 3 beigelegt werden. Da so- 
mit 18 Verbindungen je eines Wertes von j/j ^^^ einem Werte 
von X2 moglich sind, so liefert dieser Fall 18 Losungen. Fiir 
k = -\- I kann y, nur -(- 2 sein, wabrend X2 jeden der drei 
Werte — 1, — 2, — 3 haben kann; wir erhalten auf diese 
Weise drei weitere Losungen. Fiir h = — 1 endlich sind fur 
y2 die drei Werte ±1, — 2, fiir x^ die drei Werte -f- 1, -(- 2, 
-(- 3 zulassig, so dafs sich neun Losungen ergeben. 

Wenn zweitens x^ = — 1 ist, so kann Jc = oder 
= -f- 1 sein. Fiir h = kann y^ jeden der drei Werte ± 1, 
-j- 2 und X2 jeden der drei Werte +1, +2, -|- 3 erhalten; 
das ergiebt neun Losungen. Fiir Jc = -\- I sind fur X2 die 
secbs Werte + 1? ± 2, + 3, fur 1/2 nur der eine Wert -j- 2 
moghch, was sechs Losungen liefert. Die Aufgabe lafst also im 
ganzen 18-|-3-(-9-|-9-[-6 = 45 Losungen zu. 

§. 42. 

Auflosung eines Systems von m Kongruenzen ersten 
Grades mit m oder mehr Unbekannten. 

1. Fall. Die Kongruenzen gelten fiir denselben Modul. 
Man bildet durch Elimination entweder ein zweites System, in 
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welchem jede folgende Kongruenz eine Unbekannte weniger als 
die vorhergehende enthalt; oder man leitet aus dem vorgelegten 
System ein zweites her, welches eine Kongruenz und eine Un- 
bekannte weniger als das erste enthalt, aus diesem ein drittes, 
welches eine Kongruenz und eine Unbekannte weniger als das 
zweite enthalt, und fahrt so fort, bis man zu einem System ge- 
langt, das nur aus einer Kongruenz besteht. Die Werte der Un- 
bekannten, welche die Auflosung der letzten Kongruenz des 
zweiten Systems, resp. der Kongruenz des letzten Systems liefert, 
werden in die iibrigen Kongruenzen eingesetzt und dadurch die 
Werte der iibrigen Unbekannten der Reihe nach bestimmt. 

6 ei spiel. Es sei das System 

Sx — 4:y -\- 60 — 9u ^ l\ 
2a? + 3y + 4;^ + 5m = 8 i(mod. 15) 
^ + ^2/ + 6;er -f 2m= 1 j 

gegeben. Wir setzen den aus der dritten Kongruenz genom- 

menen Wert 

X ^ 1 — 5y ^ 60 — 2u (mod. 15) 

in die beiden ersten ein und erhalten 

— 7i/ — 8^ + M = 6 

— 2y -^ = — 1 
Die zweite dieser Kongruenzen liefert 

^ 2y — 1 (mod. 15), 

und dieser Wert verwandelt die erste in 

— 82/ + M = — 2 (mod. 15). 
Das neue System ist also 

X ^ 1 — by -— 60 — 2u 
= 2y— 1 

— 81/ + M= — 2 

y bleibt unbestimmt; die letzto Kongruenz liefert m, die vorletzte 
0, die erste x, Man erhalt 

u = Sy — 2, = 2y — 1, a: = 11 — 3y(mod. 15). 

Man hatte auch aus dem vorgelegten System durch Elimination 



(mod. 15). 



(mod. 15). 



von X 



2y^0= 1 

ly -{- 80 — u^ — 6 



(mod. 15) 
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und hieraus durch Elimination von z 

8y — M ^ 2 (mod. 15) 

herleiten und dann die Losung, wie oben dargelegt ist, beenden 
konnen. 

2. Fall. Die Kongruenzen beziehen sich auf verschiedene 
Moduln. Man ersetzt jede Kongruenz durch die entsprechende 
unbestimmte Gleichung. Diese Gleichungen konnen auch direkt 
durch die Aufgabe gegeben sein. Man bildet aus ihnen durch 
Elimination eine Gleichung, welche m — 1 der Unbekannten 
nicht mehr enthalt, und wendet auf sie das Verfahren des §. 35 an. 

Beispiel. (Euler, Algebra Bd. 11, §. 30.) Drei ganze 
positive Zahlen x^ y, z zu finden, welche den Gleichungen 

3^+ by-\- lz= 560 
^x-{- 25y 4- ^^^ — 2920 

geniigen. Durch Elimination von x erhalt man 

5y + \4.z = 620. 
Es ist also 

Uz = 620 (mod. 5), 
und daraus folgt 

isr ^ (mod. 5) oder ^ = 5 fc. 

Fiir diesen Wert wird 

5t/ + 70fc = 620, 
also 

«/:= 124 — 14fc, 

und die erste Gleichung geht iiber in 

3a; + 620 — 70fc -f 35 A; = 560, 
woraus 

3a; = — 60 + 35fc 

folgt. Tz mufs danach durch 3 teilbar sein. Wir setzen ft = 3 Z 
und erhalten schliefslich 

a; = — 20 + 35Z, «/ = 124 — 42Z, z = 15 Z, 

wo I jede ganze Zahl sein kann, welche fur x^ y^ z positive 
Werte liefert. Es ergeben sich die beiden Losungen 

X = \b, 2/ = 82, z = 15; 
a; = 50, y = 40, z = 30. ^ 

Wertheim, Zahlenlehre. g 
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§. 43. 
Der Wilsonsche Satz. 

Das um 1 vermehrte Produkt aller Zahlen von 1 
bis p — 1, also die Zahl 

Z = 1.2.3... (p — 1)+ 1 

ist durch j^ teilbar, wenn p eine Primzahl ist, sonat 
nicht. 

I. Beweis (Lagrange, Nouveaux Memoires de TAcad. de 
Berlin 1771 = Oeuvres III, p. 425). 

Wir setzen 



(1) (iz; + l)(a; + 2)...(ir + w— l) = ^»»-i + Ai^-aH f-^-i'' 

darin bezeichnet, wie leicht ersichtlich, A^ die Summe der Zahlen 
1,2,..., w — 1; weiter ist A^ die Summe aller durch Multi- 
plikation je zweier dieser Zahlen erhaltenen Produkte, u. s. w.; 
J-n-i endlich ist das Produkt 1 . 2 . 3 . . . (w — 1). Die Koeffi- 
zienten A^^ J-a, ..., -4n— i sind also ganze Zahlen. 

Wird in (1) x durch x -\- \ ersetzt, so folgt 

(2) {x-\-2){x^^).,.{x^n) = {x-\-iy-^-\-A^ (a;+l)»-2+-- 

Oder, wenn beiderseits mit x -\- \ multipliziert wird, 

(3) (^+l)(^ + 2)...(^ + n) = (ri:+l)" + A(^+l)«-i+..- 

+ An-i {x + 1). 

Andererseits ergiebt sich,- wenn man (1) mit x -{- n multi- 
pliziert, 

(4) (ic+l)(:r+2)...(:c+w)=ic*»+(n+^,)^"~'+(»*A + ^)^""^ 
-)- (n^a + A^)xr'-^ -\ \- {nAr,-2 + A^-i)x -\- nA^-i^ 

Wenn man jetzt die Potenzen von {x -\- 1) in (3) entwickelt 
und die Koeffizienten der gleichen Potenzen von x in (3) und 
(4) einander gleich setzt, so erhalt man 

n-[-Ax = n-\-Ai 



n 



A,+A. = "'"7.'j<r''^ + ^"" yr" -'' +i'-^>^+^ 
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und daraus ergiebt sich 

A _ « (w — 1) 
' — 2 

_ n{n - l)(n - 2) (« - l)(n - 2) 



(5) 



_ «(w-l)(n-2)(n-3) («-l)(n-2)(n-3) 
'*^» - 1.2.3.4 ^ 1.2.3 ^» 

I (n-2)(M-3) 
^ 172 ^» 



Wenn n eine ganze Zahl ist, so sind bekanntlich auch die 
Ausdriicke 

n (n — 1) n(n — l)(w — 2) (n — 1) (n — 2) 

r72 ' 17273 '■■■' rT2 ' 

(m — 1)(m — 2)(w — 3) . (n — 2)(n — 3) 
1.2.3 ' ' 1.2 ' 

ganze Zahlen. Wir nehmen jetzt an, w sei eine Primzahl; dann 
ist jede der Zahlen 

n (n — 1) w (n — l)(n — 2) 
lT2 ' Y72TI '"' 

bis auf die letzte, d. i. 

n{n — 1) ... 1 

welche den Wert 1 hat, durch n teilbar, denn jede enthalt den 
Faktor w im Zahler, im Nenner aber nur Faktoren, die kleiner 
als n sind, so dafs die Primzahl n sich nicht wegheben kann. 
Unter dieser Voraussetzung lehrt dann die erste der Formeln (5), 
dafs -4i durch n teilbar ist; dann lassen die iibrigen Formeln 
(5) erkennen, dafs 2-42, 3 J-g, ..., (w — 2) An— 2 durch n teilbar 
sind; es miissen also auch die Zahlen 

-4-1, -^2, . . ., -a.„_2 

selbst durch n teilbar sein (§. 17, Satz I). 

Was nun A^-i betrifft, so wird diese Zahl durch die Formel 

(n-^WA _ n(n— 1). .. 1 (n— l)(n — 2)... 1 
\n I) A,., - — Y72— ^ \ 1.2...(n-l) ^' 

(n-2)(n-3)...l 
~^' 1.2.3...(n - 2) ^^ ' 

8* 
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d. i. durch 

(n — l)An-i = 1 + J-i + ^3 H h ^-2 

bestimmt, und da 

w ^ 0, -4i ^ 0, A2 = 0, ..., An-2 ^ O(mod. n) 

ist, so erhalten wir — An-i^ l(mod. n) oder 

An-i + 1, d. i. 1.2.3...(n — 1) + 1 = O(mod. n). 

Fiir jede Primzahl p ist also die Zahl 

1.2.3...(p — 1) + 1 
durch p teilbar. 

Ist dagegen. n keine Primzahl, sondern durch eine Primzahl 
q<in teilbar, so tritt q als Faktor in dem Produkt 1 . 2 . . . (n — 1) 
auf. Die Zahl 1.2.3...(n — 1) -|- 1 ist also nicht durch q und 
somit auch nicht durch n teilbar. 

II. Beweis (Gauss, Disquisitiones, 77). Es sei p eine 
Primzahl und a irgend eine der Zahlen 1, 2, 3, ...,p — !• Da 
dann a prim zu p ist, so hat die Kongruenz , 

aa? ^ 1 (mod. jp) 

nach §. 34, Lehrsatz II stets eine, aber auch nur eine Wurzel. 
Ware diese Wurzel gleich dem Koeffizienten a, also a^^l (mod. p), 
so miifste a^ — 1 , also entweder a -\- 1 oder a — 1 durch p 
teilbar sein. Nun ist aber a <^p, Ginge also p in a -j- 1 auf) 
so miifste a -|- 1 = j>, also a = p — 1 sein, und ginge p in 
a — 1 auf, so miifste a — 1 = 0, also a == 1 sein. Wenn da- 
her a weder 1, noch p — 1 ist, sondern eine der Zahlen 
2, 3, ...,i) — 2, so kann die Wurzel der Kongruenz ax^l{mod.p) 
nie gleich dem Koeffizienten a sein. Ferner konnen zwei Kon- 
gruenzen mit ungleichen Koeffizienten a, a' 

a a? ^ 1, a' X ^ I (mod. p) 

nicht dieselbe Wurzel x haben; denn sonst wUrde die Kongruenz 

ax ^ a' X (mod. p) 

durch Division mit x in a ^ a' (mod. p) iibergehen, wahrend 
zwei verschiedene Zahlen der Reihe 2, 3, ..., _p — 2 fiir den 
Modul^) nicht kongruent sein konnen. Die Zahlen 2, 3, ...,i) — 2 
lassen sich somit in Gruppen von je zweien in der Weise zu- 
sammenstellen , dafs das Produkt der Zahlen jeder Gruppe den 



§. 43. Der Wilsonfiche Safz. U7 

Rest 1 liefert. Durch Multiplikation aller so gebildeteD Kon- 
gruenzen erhalt man 

2.3.4...(p — 2) = 1 (mod. p), 

und hieraus folgt durch Multiplikation mit 1 . (jp — 1) 

1.2.3...(2>-- 2)(jp — l)=i> — 1 =— 1 (mod. p), 

d. h. es ist unter der gemachten Voraussetzung 

1.2.3...(i) — 1) + 1 
durch p teilbar. 

III. Beweis (Stern, Algebraische Analysis, S. 391). Fiir 

a? < 1 ist bekanntlich 

x^ x^ 
log(l — ^) = — «— 2" — ^- •••' 

also 

1 x^ x^ 

— log (l-ie) = log j— ^ = a;+2- + j + ---, 

und mithin 

a; + — 4- — + • • • 1 

oder 

e^.ga .g8 ... == 1 ^ /p 4- a;2 + a;3 -| , 

d. h. 

= l + rc + a;2 + rr3-^ 

Wir denken uns jetzt das Produkt der linken Seite ent- 
wickelt und setzen, unter p eine Primzahl verstehend, die beider- 
seitigen Glieder mit x^ einander gleich. Es ergiebt sich 

1.2.3...i)^ 1.2...(p — 2) ' ^ 1.2...(2) — 4) 1.2^ 

/pp — 8 ]^ 

+ i.2...(p^ r3)-i^^ + -+j^^ + - = ^^- 

Von alien Gliedern der linken Seite haben nur 

XTP , X^ 

und 



1 . 2.3...JP JP 
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die Primzahl p im Nenner. Wird die Summe der iibrigen Glieder 
mit s.x^ bezeichnet, so ist s, auf seine kleinste Benennung ge- 
bracht, ein Bruch, welcher nicht den Faktor p im Nenner hat. 
Es ergiebt sich dann durch Division mit x^ 

1 . , 1 _ . 

1.2.3...i> "^^ '^ P~ 
Oder 

^ 1.2.3...P "^i>' 
Hieraus folgt 

(1 - s).1.2.3...(f, - 1) = 1 + 1-2-3.. .(p-1) ^ 

und da die linke Seite kein Bruch mit dem Nenner p sein kann, 
so mufs 1 . 2 . 3 ... (2) — 1) + 1 durch p teilbar sein. 

Anmerkung. E. Waring, der den Satz zuerst, allerdings 
ohne Beweis, gebracht hat (Meditationes algebraicae, 1770, 
p. 218) schreibt ihn dem Johann Wilson zu. Der Satz liefert 
eine untriigliche , aber wegen der ungeheuren Rechnung, die sie 
erfordert, in der Praxis gar nicht anzuwendende Kegel, zu er- 
kennen, ob eine gegebene Zahl eine Primzahl oder zusammen- 
gesetzt sei. Unten in §. 45, 47 und 83 werden wir noch andere 
Beweise geben, und eine Verallgemeinerung des Satzes wird in 
§. 113 hergeleitet werden. 

Zusatz. Je nachdemjp eine Primzahl von der Form 
4n -f- 1 oder 4n + 3 ist, ist 

[1.2-3 •» ^~ ^ T+ 1 Oder ri.2.3 -- ^ ~ ^ T — 1 

durch p teilbar (Lagrange, 1. c). 
Beweis. Wenn man in der Reihe 

(1) 1,2, 3,...,^^, ■^^,..., (p-l) 

jede Zahl, die >>^ist, durch ihren absolut kleinsten Rest fiir 
den Modul p ersetzt, so erhalt man die Reihe 

(2) 1, 2, 3, • • •, — 2 — ' 2~~' 2~' •••'"" ^> — 2, — 1, 

und das Produkt dieser letzteren Zahlen ist dem Produkt 



§. 44. 
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1 . 2 . 3 . . , (p — 1) 
fiir den Modul p kongruent Die Reihe (2) enthalt aber -^—^ — 



negative Glieder, und 



i> — 1 : 



ist gerade oder ungerade, je nachdem 



p von der Form 4 n + 1 oder 4 n -(- 3 ist. Im ersteren Falle 
ist also 



= 4- 12... 



-^i 



i.2.3...(i)— 1)=+ r 

im zweiten ist 

i.2.3...(i) — 1)=— r 

und somit lehrt der Wilsonsche Satz, dafs im ersten Falle 



1 • 2 • • . 



P — 1? 



j (mod.jp), 



\ ' 2i ' o ' ' * 



im zweiten 



also auch 



[ 
-[ 

[ 



P — If 



]+., 



1 • ^ • o • • • 



1.2.3. 



P— 1? 



1 +1, 



^-^I 



durch p teilbar ist. 

Aufgabe. Leite aus dem Wilsonschen Satze die Formeln 

1.2.3...(i>— 2)— 1 = 1 
1.22.3...(p — 3)-f- 1 =0 
1.22.32.4...(i) — 4)~1 = 



her. 



(mod. p) 
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Der Fermatsche Satz. 

Bezeichnet a eine beliebige durch diePrimzahl^ 
nicht teilbare ganze Zahl, so ist 

^1)— 1 ^ 1 (mod. p\ 
oder mit anderen Worten: Die Kongruenz 

^p_i ^ 2 (mod. p) 

hat jede der p — \ Zahlen 1, 2, 3, ...,i^ — 1 zur Wurzel. 
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I. Beweis (Euler, Commentationes arithmeticae coUectae I, 
p. 21flP.). Bezeichnet p eine Primzahl, so sind die Koeffizienten 

I P{P — 1) P(P— ^)(P — 2) 
1' 



• • • 



1.2 



in der Entwickeluns 



1.2.3 



1 



(a + i)i> = aP + f aP-^ + ^ ^^^ ^ ^^ aP-^ -\ \-la^h 

da in keinem Nenner die Primzahl p vorkommt, samtlich durch 

p teilbar, also 

(a + 1)P = aP + 1 (mod. p) 
oder 

(a -|- 1)^ ~ (^ + 1) ^ ^^ — ^ (mod. j>). 

Wenn also aP — a durch j? teilbar ist, so ist es auch 

(a -j- l)P — (a + 1). Nun ist aber 1^ — 1^0 (mod. p)\ folg- 

lich ist auch 2^ — 2, weiter 3^ — 3, u. s. w* durch p teilbar. 

Wenn aber aP — a = a (aP—^ — 1) durch p teilbar und a 

durch die Primzahl j9 nicht teilbar ist, so mufs aP-^ — 1 durch 

p teilbar, d. h. 

aP — ^ ^ 1 (mod. p) 
sein. 

IL Beweis (J. H. Lambert, Nova Acta Eruditorum, 1769). 
Es sei a eine beliebige durch die Primzahl p nicht teilbarj^ ganze 
Zahl, und es werde a = 6 -(- 1 gesetzt. Dann ist 

aP-^ — 1 = (6 -f l)p-i — 1 

= — 1 + 6p-i + (jP — l)6J>-2 + ^^~y^~^H i>-H h"l 

oder, wenn die Gesamtheit der durch p teilbaren Glieder der 

rechten Seite mit p A bezeichnet wird, 

aP-^ — I = — 1 -^ pA-\- [6p-i_6i>-2_[- jP-3 1_ ij, 

Wird die geometrische Reihe der rechten Seite durch ihre 
Summe ersetzt, so geht diese Formel iiber in 

bP + I 



aP-^ — 1 = — 1 -^ pA + 
oder, was dasselbe ist, in 

aP-i — 1 = — l+2>^ + bP-'^ - 

= pA ^ (bP-^ — 1) - 



6 + 1 

bP-^ — 1 
b 4- F" 

bP-^ — 1 
b + 1 
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Dorch Division mit p folgt hieraus 

Nun ist 

ftp-^ — 1 __ ( g— l)P-^ — 1 
6 + 1 "■ a 

eine ganze Zahl, und da p prim zu a ist, so wird 

bP--" — 1 
i)(6 + l) 

eine ganze Zahl sein, wenn p in bP-^ — I aufgeht, und unter 
dieser Bedingung ist dann auch 

gp-^ — 1 

P 
eine ganze Zahl. 

Der Fermatsche Satz ist also fiir g = 6 -|" 1 richtig, wenn 

er fiir b richtig ist. Da er nun fiir die Zahl 1 besteht, so gilt 

er auch fiir 2, weiter fiir 3, u. s. w., also allgemein fiir jede 

durch p nicht teilbare Zahl a. 

III. Beweis (Lagrange, Nouveaux Memoires de TAcad. de 
Berlin, 1771 = Oeuvres III, p. 425). 

In seinem Beweis des Wilsonschen Satzes setzt Lagrange 

{x^l)(x+2)...(x-^p--l) = xP-^-\-A^xP-^'] h^-i 

und beweist, dafs jede der Zahlen -4i, J.2, ..., Ap—2 durch die 
Primzahl p teilbar, dafs also 

{x + l)(x 4- 2) ... (x-\-p — 1) = xP-^ + Ap-i (mod. p) 

ist. 

Wenn nun x weder gleich Null, noch durch p teilbar ist, so 
ist jedenfalls ein Faktor des Produkts (x -{- 1) ,.. (x -\- p — 1) 
durch p teilbar, also 

xP-'^ -\- Ap-i ^ (mod. p), 

und da, wie wir in §. 43 bewiesen haben, 

Ap-i ^ — 1 (mod. p) 

ist, so ergiebt sich 

xP-^ — 1^0 (mod. p). 
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IV. Beweis (Laplace in Lacroix, Traite da calcul 
dififerentiel et integral, T. Ill, p. 722). Es ist 

aP-^ = — = i [(a — 1) + ly 
= \ [(«-!)'' + f {a-ly-^+P~^=^{a-l)P-*+■■■ 

+ |(a-l)+l]. 

Wird hierin p als Primzahl vorausgesetzt, so sind die Koefli- 
zienten der Potenzen 

(a- iy-\ (a — 1)1' -2,..., {a— I) 

samtlich durch p teilbar. Wir konnen also 

av-^ = i [(a _ \)p J^Ep{a-l) + 1] 
schreiben, wo E eine ganze Zahl bezeichnet. Daraus folgt 
aP-i _ 1 = 1 [(a - 1)^ + Ep{a _ 1) + 1] _ 1 
= i [(a _ \)p + Ep{a - 1) + 1 - a] 

Wenn nun zunachst a << p ist, so lehrt die letzte Formel, 
dafs a^ — ^ — 1 durch p teilbar ist, wenn p in (a — \y~^ — 1 
aufgeht, und da l^*— ^ — 1^0 (mod. p) ist, so folgt hieraus wie 
oben die Richtigkeit des Satzes fiir jede Zahl a <; p. 

Ist weiter a > p, etwa a = n|> + 2? wo g < ^ sein moge, 
so ergiebt sich a^-'^ — I, d. i. — 1 -(- (3 + npy-'^ 

= — \-\-qP-'^ +^~r~ ^^~^'^P H h nP-'^pP-\ 

und da alle Glieder der rechten Seite, mit Ausnahme der beiden 
ersten, den Faktor jp enthalten, so ist 

aP-i — 1 = _ 1 _[- gP-i (mod. p). 

Da aber ^ <C i> ist, so ist die rechte Seite dieser Kongruenz 
durch p teilbar, folglich ist auch 

aP-'^ — 1^0 (mod. jp). 
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V, Beweis [Gauss i), Disquisitiones, 51]. Wenn man 
die Potenz (a -|- 6 + c -|- • • •)** nach dem polynomischen Satz 
entwickelt, so erhalt man aufser den p^^ Potenzen der Zahlen 
a, 6, c, ... eine Beihe Glieder von der Form ha^b^cy ...^ wo 

a -\- /3-|-y -|-...=p und 

, 1.2.3...P 

"" l.2...a.l.2...^.1.2...y... ' 

also eine durch p teilbare ganze Zahl ist. Es ist somit 

(a -\- b -\- c -\- "')P ^ aJ^ -\- bP -\- cP -\- ••• (mod. p). 

Wird jetzt jede der m Zahlen a, b, c, ... gleich 1 vorausgesetzt, 
so geht diese Kongruenz iiber in 

mP ^ m (mod. p)^ 
und hieraus folgt, wenn m durch p nicht teilbar ist, 

^p_i ^ 2 (mod. p). 

VL Beweis (Lejeune Dirichlet, Crelles Journal III, 
S. 392 = Werke I, S. 103). Wir betrachten die Produkte, die 
man erhalt, wenn man jede der Zahlen 

(1) 1, 2, 3, . . ., p - 1 
mit a multipliziert, also die Zahlen 

(2) a, 2a, 3a, ..., (j> — l)a. 

Die Reste dieser Produkte fur den Modul p miissen saratlich 
Yon einander verschieden sein: denn aus der Annahme 

ka ^ h' a (mod. 2^) 

wiirde sich durch Division mit a 

k ^k' (mod. p) 

ergeben, wahrend zwei verschiedene Zahlen der Reihe (1), und 
als solche werden k und k' vorausgesetzt, nicht kongruent sein 
konnen. Da aufserdem keins der Produkte (2) durch p teilbar 
ist, so miissen die Reste der Zahlen (2) in irgend einer Reihen- 



^) In der Bibliotheca mathematica 1894 macht G. Yacca darauf 
aufmerksam, dafs Leibniz einen ganz ahnlichen Beweis gefunden hat, der 
in Bd. VII, S. 180 seiner Math. Schriften (herausgegeben von J. C. Ger- 
hardt) veroffentlicht ist. Leibniz (nicht Euler) hat also den ersten Be- 
weis des Fermatscben Satzes gegeben. 
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folge mit den Zahlen (1) ubereinstimmen , und es mufs folglich 
das Produkt aller Zahlen (2) dem Produkt aller Zahlen (1} kon- 
gruent sein, d. h. es ist 

1.2.3...(i> — l)a*""^ = 1.2.8...(jt) — l)(mod. jp). 

Hieraus ergiebt sich durch Division mit 1 . 2 . 3 . . . (p — 1) 

aP-^ ^ 1 (mod. p). 

Anmerkung. Der Satz ist von seinem Entdecker Pierre 
de Format ohne Beweis in einem Briefe an Frenicle (IS.Oktober 
1640) mitgeteilt worden (Varia opera mathematica, p. 163 = 
Oeuvres Bd. II, S. 209). Unten in §. 72 worden wir noch einen 
anderen von Euler gegebenen Beweis mitteilen, und Eulers 
Verallgemeinerung des Satzes wird in §. 88 behandelt worden. 

§. 45. 
Anwendungen des Fermatschen Satzes. 

I. Lagranges zweiter Beweis des Wilsonschen Satzes 
(Nouveaux Memoires de I'Acad. de Berlin 1771 = Oeuvres III, 
p. 433). Wir betrachten die Reihe 

(1) l»-i, 2»-i, 3^-\ . . ., (n — iy-\ n«-i. 

Die ersten Differenzen derselben sind • 

2n-i — i«-i, 3»»"i — 2"-!, . . ., n»»-i — (n — l)«-i, 

die zweiten DiflFerenzen (vergl. Serret, Hohere Algebra, deutsch 
von G. Wertheim, Bd. I, S. 270) 

3n-i _ 2 . 2«-i + 1, 4"-! — 2.3«-i + 2«-i, . . ., 

die dritten Differenzen 

4~-i — 3.3~-i -f- 3.2~-i — 1, . . ., 

die {n — 1)*« Differenz endlich ist 

nn-l ~ (w — 1)(W — I)"-! + (n— 1)(^— ^) (y^_2)n-i 



(2) 



1.2 



- '"-'X^-IX-^) (» - 3).-. + ... + 1. 



Andererseits ist (1) eine arithmetische Reihe (H — !)*«' Ord- 
niing, ihre (n — 1)*® Differenz also 1.2.3...(w — 1), und wir 
erhalten somit 
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1.2.3...(n — 1) = w«-i — (n — l)(n — l)»-i 

+ ... + 1. 

Da nun n"— ^ ^ (mod. n) und, wenn n eine Primzahl ist, 
(nach dem Fermatschen Satze) 

(n — l)*-! = (w — 2)'»-i = ... = 2"-i = 1 (mod. n) 

ist, so geht diese Formel iiber in die Kongruenz 

(n — l).(n — 2) 



(4) 



1.2.3...(n — 1) = — (n— 1) + 



1.2 



(n— l)(n— 2)(n — 3) , , w ^ x 



deren rechte Seite mit 

(1 _ i)n-i _ 1, d. i. — 1 

identisch ist. Es ist also 

1.2.3...(n — 1) = — 1 (mod. n). 

Anmerkung. Mit diesem Beweise stimmt der von La- 
place in Lacroix, Traite du calcul diff. et integral, T. Ill, 
p. 722 gegebene ganz iiberein. 

II. Aaflosung der Kongruenz ersten Grades mit 
einer Unbekannten. 

Es ist nach dem Fermatschen Satze 

aP—\ d. i. a.a^-^ ^ 1 (mod. p)^ 
also 

a.aP-^b ^ b (mod. p). 

Diese Formel lafst erkennen, dafs die Kongruenz 

a,x ^ b (mod. p) 
die Wurzel 

X ^ a^-^b (mod. p) 

hat. (Binet, Journal de I'ficole polyt. 20, p. 289.) 

Beispiel. Die Kongruenz 7a; ^ 19 (mod. 41) hat die 
Wurzel ic = 789. 19 = 6. 19 = 114 = 32 (mod. 41). [Der Rest 
von 739 ergiebt sich auf folgende Weise: Es ist 7^ = 343 ^ 15; 
76 = 152 = 225 = 20; 7^2 = 400 = 31; 72* = 961 = 18; 
73« = 31 . 18 = 558 = 25; 73^ = 25 . 15 = 375 = 6 (mod. 41)]. 
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Wie man mittels des yerallgemeinerten Fermatschen Satzes 
die Eongruenz ersteh Grades lost, deren Modul eine zusammen- 
geaetzte Zahl ist, wird unten in §. 88 gezeigt werden. 



§. 46. 
Summe der Reste der Vielfachen einer Zahl. 

Lehrsatz. Wenn rj, ra, ..., rm—i die kleinsten posi- 
tiven Reste bezeichnen, welche die m — 1 Vielfachen 
einer Zahl n 

w, 2w, 3 m, • . ., (m — l)n 

fiir den Modul m geben, und 8 der grofste gemeinschaft- 
liche Divisor von m und w, namlich m = dft, n = 5v ist, 
so ist 

Beispiel. Es sei m = 9, w = 15, also 5 = 3, ft = 3, 

so ist 

/.(^-l) 3j 

2 2 

In der That ist mod. 9 

15 = 6, 2.15 = 3, 3.15 = 0, 4.15 = 6, 

5.15 = 3, 6.15 = 0, 7.15 = 6, 8.15 = 3, 
und 

3.6 + 3.3 = 27. 

Beweis. Der Rest eines Vielfachen von n=^8v fiir den 
Modul m = 8 ^ wird offenbar erhalten , indem man den Rest, 
den das namliche Vielfache von v fiir den Modul ft giebt, mit h 
multipliziert. Es wird also auch die Summe der Reste der Zahlen 

(1) w, 2n, 3w, . . ., (m — l)w 

liir den Modul m das 8 fache der Summe der Reste der Zahlen 

(2) V, 2v, 3i;, . . ., (m — \)v 

fiir den Modul ft sein. Der Reihe (2) konnen wir noch das 
Glied mv beifiigen, da es den Rest Null liefert, also auf die 
Summe der Reste keinen Eiuflufs hat. 

Die betrachteten Vielfachen von v zerfallen nun in folgende 
8 Gruppen von je ft Zahlen: 



2v, 


• • '1 


^V, 


(II, + 2) V, 


• • • 1 


2^1/, 


(2 ft + 2) ^ 


• • O 


3/xv, 
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(20 (^+1)^, 

(3') (2^+l)v, 

(«') ([d-l]^+l)i/, ([d_l]^ + 2)r, ..., «^i/, 

und da die Zahlen jeder Gruppe denjenigen der ersten fiir den 
Modul ft kongnient sind, so ist die Summe der Reste aller 
Zahlen (2) das 8 fache der Summe der Reste der ersten Gruppe. 
Die Zahlen der ersten Gruppe sind aber fiir den Modul fi in- 
kongruent; ihre kleinsten positiven Reste stimmen also, abgesehen 
von der Reihenfolge, mit den Zahlen 0, 1, 2, 3, ..., /i — 1 iiber- 

ein, haben folglich die Summe — ^ • Die Summe der Reste 

der Zahlen (2) ist somit 8 • ^ ^ und diejenige der Zahlen (1) 

32 . fli^iZHi) . 



§. 47. 

Anzahl der Wurzeln einer Kongruenz, deren Modul eine 

Primzahl ist. 

Anhangsweise mogen hier einige Betrachtungen iiber Kon- 
gruenzen hoherer Grade folgen, deren Moduln Primzahlen sind. 
Die allgemeine Form einer Kongruenz m^^ Grades ist 

(1) A^a^ + A^s^-' H 1- A„,^iX -^ Ar^ = (mod. p). 

Die Koeffizienten A^^ J-i, ..., A^ sind ganze Zahlen, die nach 
dem Friiheren als zwischen und p — 1 oder auch zwischen 

— ^ und -|- ^ liegend angesehen werden konnen. Der Koeffi- 

zient Aq kann nicht ^ (mod. p) sein, da sonst der Grad der 
Kongruenz kleiner als m sein wiirde. Jeder andere Koeffizient 
kann dagegen durch p teilbar sein, und in diesem Falle fallt das 
betreflfende Glied von (1) weg. 

Da Aq prim zu p ist, so lafst sich immer eine Zahl k be- 
stimmen, welche der Bedingung AqIc ^ I (mod. p) geniigt. Wenn 
wir nun (1) mit k multiplizieren und die Koeffizienten des Resul- 
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tats durch ihre kleinsten Beste fiir den Modul p ersetzen, so 
erhalten wir die Kongruenz 

(2) iC" + ai x"^-^ -j 1- am-i X -\- am^O (mod. p), 

welche mit (1) hinsichtlich der Wurzeln voUstandig iibereinstimmt 
Von dieser beweisen wir die folgenden Satze, die sich mit ge- 
ringfiigigen Anderungen auch von (1) batten beweisen lassen. 

Lehrsatz I. Die Kongruenz m*®° Grades 

(2) x^ -\- a^ x^-^ + • • • + <^m-i X -\- a^^^ (mod. 'j^\ 

deren Modul eine Primzahl ist, hat hochstens m Wurzeln. 

Beweis. Wir bezeichnen der Kiirze wegen die linke Seite 
von (2) mit f{pc) und nehmen an, es sei a eine Wurzel der Kon- 
gruenz f{x) ^ (mod. _p)? also /(a) durch j? teilbar. Wenn wir 
jetzt fix) durch x — a dividieren und den Quotienten fi{x\ den 
Best r nennen, so ist 

(3) fix) = (a; - «)/i {X) + r. 

Nun ist bekanntlich der Grad des Bestes einer Division um 
wenigstens eine Einheit niedriger als der Grad des Divisors, und 
da ;r — a vom ersten Grade ist, so mufs r eine von x unab- 
hangige Zahl sein. Aufserdem leuchtet ein, dafs fi (x) um einen 
Grad niedriger als f{x)^ also ein Polynom (m — 1)*®" Grades 
sein mufs. Wird jetzt in (3) x = a gesetzt, so erhalten wir 
f(cc) = r, und somit ist r eine durch p teilbare ganze Zahl. 

Wenn ^ eine zweite Wurzel von (2), also /(j3) ^ (mod. p) 
ist, so folgt aus (3) 

(/5 - «)/i (/3) = (mod. p). 

Da nun /J — a nicht durch p teilbar ist, so mufs p in dem an- 
deren Faktor, d. i. in f^ (/3), aufgehen, mit anderen Worten : /3 ist 
eine Wurzel der Kongruenz 

(4) /i (x) = (mod. p). 

Jede Wurzel von (2), mit alleiniger Ausnahme von a, geniigt 
also auch der Kongruenz (4), oder die Kongruenz (2), die vom 
m*«" Grade ist, hat hochstens eine Wurzel mehr als die Kon- 
gruenz (m — 1)*®^ Grades (4). 

Nun hat die Kongruenz ersten Grades, wenn der Modul eine 
Primzahl ist, nach §. 34, Lehrsatz II, eine einzige Wurzel. Folg- 
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lioh hat in diesem Falle die Kongruenz 2. Grades hochstens 
zwei, diejenige 3. Grades hochstens 3, allgemdn diejenige m*^ 
Grades hochstens m Wurzeln. 

Folgemng. — Beweis des Wilsonschen Satzes. — Eine 
Kongruenz m*^ Grades, die mehr als m inkongruente 
Wurzeln besitzt, ist eine identische Kongruenz, d. h. 
jeder ihrer Koeffizienten ist durch den Modul jp teilbar. 

Dieser Satz, der aus dem Torhergehenden Lehrsatz unmittel- 
bar folgt, liefert einen sehr einfachen Beweis des Wilsonschen 
Satzes. 

Die Kongruenz 



(x — l){x — 2)...{x — p—l) — (a;i»-i — 1) = (mod. p) 

ist, da sich das Glied x^-^^ weghebt, vom Grade p — 2 und hat 
dabei die p — 1 Zahlen 1, 2, 3, ..., (p — 1) zu Wurzeln. Sie 
ist daher eine identische Kongruenz, und somit ist, wie jeder 
Koeffizient, das von x unabhangige Glied durch p teilbar, oder 

l,2.S...(p — 1) -(- 1 = (mod. p). 

Lehrsatz n. Die Kongruenz «i*«"Grades/(a;)^0 (mod. p) 
kann, wenn m > p sein sollte, immer durch eine gleich- 
bedeutende Kongruenz ersetzt werden, in welcher 
m <Cip ist 

Beweis. Wir dividieren f{x) durch a?^ — x und nennen 
den Quotienten der Division q>(x)^ den Rest, dessen Grad hoch- 
stens p — 1 sein wird, if{jr), Dann ist 

f(x) = {xP — x)(p{x) -{- i> (x). 

Da nun x^ — x = x{xp~^ — 1) fur jeden Wert von x 
durch p teilbar, also ^ (mod. p) ist, so ist f(x)^0 (mod. p) 
•voUkommen identisch mit ^(x) ^ (mod. p)^ und diese letztere 
Kongruenz ist hochstens vom Grade p — 1. 

Beispiel. Um den Grad der Kongruenz 

a;7 + 6a;5 — 3a;2 -4- 1 = (mod. 3) 

zu emiedrigen, dividieren wir die linke Seite durch x^ — x, Als 

Rest ergiebt sich 40? -|- 1. Folglich ist die vorgelegte Kongruenz 

identisch mit 

4a: +• 1 = (mod. 3), 

und diese letztere (also auch die vorgelegte) hat nur die Wurzel 

a; = 2 (mod. 3). 

Wertheira. Zahlenlehre. 9 
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Lehrsatz m. Es seien /(rr), (p(x)^ '^ (x) Polynome, 
deren Koeffizienten ganze Zahlen sind, und es werde 

f(x) = (p{x).t(x) 

vorausgesetzt. Wenn dann die Kongruenz 

(1) fix) = (mod. p) 

so viele inkongruente Wurzeln besitzt, wie ihr Grad Ein- 
heiten enthalt, so ist dasselbe mit jeder der beiden 
Kongruenzen 

(2) 9 (x) = 0, t^ (a:) = (mod. p) 

der Fall. 

Beweis. Wenn die Grade der Polynome /(rr), (p(x)^ if{x) 
beziehungsweise mit r, s, t bezeichnet werden, so ist bekanntlich 
r = 8 -\- t. Nun besitzt die Kongruenz (1) nach Voraussetzung 
r Wurzeln. Eine beliebige dieser Wurzeln sei a, Dann ist 

/(a) = 9) (a) . 1^ (a) ^ (mod. p), 

Es mufs also mindestens einer der Faktoren 9(a), i^(a) durch 
p teilbar sein, d. h. a ist eine Wurzel von mindestens einer der 
Kongruenzen (2), oder die Kongruenzen (2) besitzen zusammen 
nicht weniger als r = s -]- 1 Wurzeln. Hatte nun eine der 
Kongruenzen (2) weniger Wurzeln, als ihr Grad Einheiten ent- 
halt, so miilste die andere, damit die Gesamtzahl der Wurzeln 
nicht unter r hinabsinkt, mehr Wurzeln haben, als ihr Grad 
Einheiten enthalt, und das widerspricht dem Lehrsatz I. 

Zusatz I. Es seien f(x) und q)(x) Polynome, deren 
Koeffizienten ganze Zahlen und deren Grade kleiner 
als diePrimzahljp sind. Wenn dann/(3:;) ein Divisor von 

ist, so besitzt die Kongruenz 

f(x) ^ (mod. p) 

genau so viele Wurzeln, als ihr Grad Einheiten ent- 
halt. 

Beweis. Da, f{x) ein Divisor von x^—"^ — 1 -{- pfp(x) H 
so konnen wir 

xP--^ — 1 _j- ^ (p (;2;) = f{x) . ^ (x) 
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annehmen, wo ^ {x) ebenfalls ein Polynom ist, dessen Eoeffizienten 
ganze Zahlen sind. Nun hat die Kongruenz {p — l)***^ Grades 

xP""^ — 1 -(- J) 9 (a?) ^ (mod. p) 

die ^ — 1 Zahlen 1, 2, 3, ..., p — 1 zu Wurzeln. Folglich be- 
sitzt nach dem vorhergehenden Lehrsatz auch die Kongruenz 
f{x)^0 (mod. p) BO viele Wurzeln, als ihr Grad Einheiten 
enthalt. 

Znsatz n. Wenn d ein Divisor von p — 1 ist, so 
besitzt die Kongruenz 

x^ ^ 1 (mod. p) 

d inkongruente Wurzeln. 

Beweis. Unter der gemachten Voraussetzung geht be- 
kanntlich x^ — 1 in a?*-^ — 1 auf^ d. h. es ist 

xP—^ — 1 = (oc^ — ^^ 1) 9 {^)t 

wo q) (x) ein Polynom mit ganzen Koeffizienten bezeichnet. Daher 
hat nach Zusatz I die Kongruenz x^ — 1^0 (mod. p) d Wurzeln. 

Lehrsatz IV. Wenn die Polynome f (x) und q) (x) 
einen grofsten gemeinschaftlichen Divisor ilf{x) haben, 
so sind die den Kongruenzen 

(1) f{x) = und (p{x) = (mod. p) 

gemeinschaftlichen Wurzeln auch Wurzeln der Kon- 

gruenz 

ilf{x)^0 (mod. p). 

Beweis. Bezeichnen wir den Quotienten und den Rest der 
Division von f(x) durch q){x) beziehungsweise mit Q und JB, 
wo Q und B Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten sind, 

so ist 

fix) = Q.ip{x)-^R, 

und man erkennt leicht, dafs jede den Kongruenzen (1) gemein- 
schaftliche Wurzel auch Wurzel der Kongruenzen 

(2) (p{x) =0, R = (mod. p) 

sein mufs. Durch Fortsetzung dieser Schliisse findet man, dafs 
die gemeinschaftlichen Wurzeln von (1) auch die Kongruenz 
^{x) ^ (mod. p) befriedigen miissen. 

9* 
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Aufgabe. Die Anzahl der Wurzeln der Kongruenz 

(1) f{x) = (mod. p) 

zu bestimmen, deren Modul p eine Primzahl ist. 
Losung. Die Kongruenz 

(2) xP-^ — 1 = (mod. p) 

hat die p — 1 Wurzeln 1, 2, 3, ..., p — L Um also die An- 
zahl der Wurzeln von (1) zu bestimmen, haben wir nur zu sehen, 
wieyiele Wurzeln (1) und (2) gemeinschaftlich haben. Wir 
suchen somit den grofsten gemeinschaftlichen Diyisor von 

rc^-i — 1 und f(x). 

Der Grad desselben giebt an, wieviele Wurzeln die Kongruenz 
(1) besitzt. 

Beispiele. I. Um die Anzahl der Wurzeln der Kongruenz 

(1) bx^ — 3a;8 + 2ipa _ 6x — 2 = (mod. 7) 

zu bestimmen, haben wir den grofsten gemeinschaftlichen Divisor 
von x^ — 1 iind 6x^ — 3x^ -^ 2x^ — 6 a; — 2 zu suchen. Da- 
mit der Quotient der zu diesem Zwecke erforderlichen Division 
ganzzahlige Koefiizienten erhalte, ist der Koeifizient von x^ in 

(1) auf die Einheit zu reduzieren. Die Kongruenz 

5 fc = 1 (mod. 7) 

hat die Wurzel ifc = 3, und durch Multiplikation mit 3 finden 
wir, dafs die Kongruenz (1) identisch ist mit 

(2) a;* — 2 rc3 — a;a -j- 3 a; + 1 = (mod. 7). 

Dividieren wir jetzt x^ — 1 durch die linke Seite von (2), so 
bleibt der Rest 

2x^ — 2x^ -{- 4:X — e = 2{x^ — x^ -\- 2x — 3). 

Mit x^ — x2 -|- 2 ic — 3 dividieren wir welter in x^ — 2x^ — x^ 
-f- 3 a? -(- 1 ; als Rest ergiebt sich 

— 4a:2 + 8rc — 2 = — 4ic2 + 8a;— 16= — 4(a:«— 2a? + 4> 

Wird jetzt x^ — x^ '\-2x — 3 durch x^ — 2x -{- 4 divi- 
diert, so bleibt der Rest — 7^0 (mod. 7). Die Kongruenz (1) 
hat daher mit x^ — 1^0 (mod. 7) nur die Wurzeln von 

x^ — 2x ^ 4 = (mod. 7), 
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d. L a?i ^ 3, rz;2 ^ 6 gemeinschaftlich, mit anderen Worten: die 
Kongmenz (1) besitzt nur die Wurzeln 3 und 6. 

II. Die Kongruenz 

5j?4 — x^-\- 2x^ -\- 4:X —1=0 (mod. 11) 

hat die beiden Wurzeln 

a?! ^ 5, rca ^ 3 (mod. 11); 

denn als grofster gemeinschaftlicher Divisor von x^^ — 1 und 
5 re* — x^ -\- 2x^ -j- 4tx — 1 ergiebt sich x^ — Sx -\- A^ und es 
ist x^ — 8a; + 4 = (a; — 4)2 — 12 = (a; — 4)* — 1 (mod. 11). 
Die gesuchten Wurzeln sind also die Wurzeln der Kongruenz 
(x — 4)2 ^ 1 (mod. 11), und diese liefert x — 4 ^ ± 1, also 

j?i ^ 5, ^2 ^ 3 (mod. 11). 



Viertes Kapitel. 

Einige unbestimmte Gleloliungeii hoherer Grade. 
Die aieioliuiig xv = y. — Aufgaben. 



§. 48. 

Auflosung der unbestimmten Gleichung zweiten Grades 
mit zwei Unbekannten, von denen die eine nur im ersten 

Grade vorkommt. 

Um die Gleichung 

ax-\-'by-\-cxy-\-dy^-\'e=^ 0, 

deren Eoeffizienten a^ by c^ d, e ganze Zahlen sind, in ganzen 
Zahlen zu losen, entnehmen wir aus derselben den Wert von x: 

^^ dy^^by + e 

cy -\- a 

Damit nun bei Ausfuhrung der hier geforderten Division die 
Eoeffizienten des Quotienten ganze Zahlen werden, berechnen 
wir, wenn c von 1 verschieden ist, zunachst den Ausdruck 

_ c^dy^ -\- bc^y + c^e 

cy + a 
Es ergebe sich 



c^x = — 



c2x = ay 4- ft -\ —, — , 

cy -{- a' 



wo oc, /3, y gauze Zahlen sind. Damit nun c^x eine ganze Zahl 
werde, mufs cy -}- a in y aufgehen. Jeder Divisor d von y, fiir 
welchen sich aus der Gleichung 

cy -\- a = 6 
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X 



ein ganzer Wert von y ergiebt, liefert einen ganzen Wert von 
c^ a:. Von den Werten, die so fur c^x erhalten werden, sind 
natiiirlich nur die durch c^ teilbaren, also diejenigen zu nehmen, 
fiir welche auch x eine ganze Zahl wird. 

Beispiele. I. Aus der Gleichung 

7 X — Sxy — f) y -\^ 4:y^ = 19 
folgt 

^ — 4y2 + 5y+ 19 

-3y + 7 

oder 

362/2 — 45^ — 171 

9 ^ = — - — 7i ^ 

3y— 7 

Die Ausfiihrung der Division liefert 

80 

Die Zahl 80 hat die Divisoren 

± 1, ± 2, ± 4, ± 5, ± 8, ± 10, ± 16, ± 20, ± 40, ± 80, 

und es ergiebt sich bei Fortlassung derjenigen, welche fur y 
keine ganze Zahl liefem. 



32/ 


— 7 — — 1 


2 


— 4 


5 


8 


10 


— 16 


20 


- 40 


80 




y 2 


3 


1 


4 


5 


— 1 


— 3 


9 


— 11 


29 




dx— 117 


9 


45 


45 


63 


• 

9 


— 18 


117 


— 117 


360 




X — 13 


1 


5 


5 


7 


1 


— 2 


13 


— 13 


40. 



Die Aufgabe hat also, wenn man nur positive Werte be- 
riicksichtigt, die sieben Losungen: 



•C « • • • 


1 


5 


5 


7 


13 


13 


40 


2/ . . . . 


3 


1 


4 


5 


9 


2 


29. 



II. (Bhascara, S. Colebrooke, S. 270.) 

4:X -\- 3y -\- 2 = xy, 

x(y-i)= 3y+2, 

_32/ + 2_ 



X 



2/ — 4 



= 3 + 



14 
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y — 4 . . 


14 


7 


2 


1 


— 14 


— 7 


— 2 


— 1 


y . . . . 


18 


11 


(> 


6 


— 10 


— 8 


2 


3 


M/ • t • • 


4 


5 


10 


17 


2 


1 


— 4 


— 11. 



Die Methode verliert ihre Anwendbarkeit, wenn c = 0, also 

dya + by + e 
a 

ist Man hat dann durch Probieren zu bestimmen, welche Werte 
von y ganze Werte fiir x liefem. Um die Zahl dieser Versuche 
zu verringem, erwagen wir Folgendes: 

Wenn i} eine ganze Zahl bezeichnet, die, fiir y eingesetzt, x 
zu einer ganzen Zahl macht, so wird auch y = ri -\- ha^ wo & 
eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, x zu einer ganzen Zahl 
machen; denn es ist 

d{7i + fca)2 -f h{ri -f fta) + c = (di?* + 6i? + e) 
+ a{2dlcri -f- adlc^ -(- hlc) 

durch a teilbar, sobald dri^ -^ bifi -{' e e% ist. Wenn nun nicht 
schon 1^ ^ ^ ist, so konnen wir iiber h so verfiigen, dafs 

12 -f" ^^ ^ o^ werde. Um also alle Losungen der Aufgabe zu 
linden, kann man sich darauf beschranken, die Werte fur y zu 
priifen, der en absoluter Betrag nicht grofser als — ist. 

Beispiel. Aus 

7ic + 3j/ — llya_^ 3 = 

llj/2 — 3«/ — 3 , , 4^2 — 3v — 3 



folgt 



Um zu sehen, welche Werte von y den Bruch zu einer 
ganzen Zahl machen, haben wir y in demselben der Reihe nach 
durch ±3, ±2, ±1, Ozu ersetzen. Als passende Werte er- 
geben sich nur — 3 und -f- 2. Die Losungen der Aufgabe sind 
also 

y = — 3 + 7 A, a; = 15 — 69 fc + 77 fc2 



und 



y = + 2 + 7fc, x= 5 + 4lA; + 77fc2. 
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Wegen der Unbestimmtheit von k liefert jede derselben ud- 
endlich viele Wertepaare re, y, welche der Gleichung geniigen. 

Aufgabe. (Maximus Planudes, Rechenbucb, deutsch yon 
Hermann Wascbke, S. 55.) Zwei Rechtecke von gleichem 
Umfange za finden, yon denen das eine an Flache a mal so grofs 
wie das andere sei. 

Losung. Das erste Rechteck babe die Seiten x und 1, das 
zweite y und a; -|- 1 — y, so soil 

ax = xy -{-y — y«, 
also 

X = = y 4- a — I A ^^ 

y — a y — a 

sein. y ist so zu wahlen, dafs a (a — 1) durch y — a teilbar 
werde. Das ist unter anderem der Fall, wenn y — a = 1 (An- 
nahme des Planudes) oder y — a = a oder y — a = a — 1 
ist. Die erste Annahme liefert fur das erste Rechteck die Seiten 
o> -f ^ ^^d 1 , fiir das zweite a -\- I und a' oder allgemeiner 
fiir das erste k(a^ -{- a) und A;, fUr das zweite Tc(a -\- 1) und 
ha*^ wo h jede ganze Zahl sein kann. Die zweite Annahme liefert 
fur das erste Rechteck 4 a — 2 und 1 , fiir das zweite 2 a und 
2 a — h Die dritte Annahme flihrt zu demselben Resultat wie 
die zweite. 

Anmerkung. Gleichungen hoherer Grade mit zwei Un- 
bekannten, von denen die eine nur im ersten Grade vorkommt, 
werden yon Lagrange im Zusatz IV zu Eulers Algebra 
(Oeuvres VII, S. 95) behandelt. 

§. 49. 
Die Pythagoreische Gleichung. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung 

^2 -f y« = z^, 

die wegen ihres Zusammenhanges mit dem Pythagoreischen 
Lehrsatz die Pythagoreische Gleichung genannt wird, in ganzen 
positiven Zahlen zu losen. Da ein gemeinschaftlicher Divisor 
zweier der Zahlen x^ y^ z auch in der dritten aufgehen miifste, 
also durch Division beseitigt werden konnte, so diirfen wir diese 
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Zahlen von vornherein als teilerfremd voraussetzen. Setzen wir 
jetzt 

wo Tc eine unbestimmte rationale Zahl bezeichnet, so ergiebt 
sich leicht 

2kx , , (1 -\-mx 

Die Gleichung x^ -\- y^ = z^ wird also durch die Werte 

^kx (1 + fe2) X 
^' 1 _ fc2' l—h^ ' 

somit auch durch 

1 _ fca, 2 fc, 1 + fc2 

identisch befriedigt. Will man Losungen in ganzen Zahlen er- 

halten, so setze man fc = — , wo w, m als relative Primzahlen 

m 

vorausgesetzt werden diirfen. Durch Erweiterung aller drei Werte 

mit m^ ergiebt sich dann als Losung der Pythagoreischen 

Gleichung 

X ^= m^ — n\ y = 2mn^ z = m^ -\- n\ 

Darin konnen m und n als relative Primzahlen nicht beide gerade 
sein. Sie konnen aber auch nicht beide ungerade sein, da sonst 
X und z^ ebenso wie y es ist, gerade sein wiirden. Wenn wir 
also Losungen ohne gemeinschaftlichen Teiler erhalten woUen, 
so mufs eine der Zahlen m, n als gerade, die andere als ungerade 
angenommen werden. 

Dafs sich aus jeder so gefundenen Losung der Gleichung 
durch Multiplikation der erhaltenen Werte mit einer beliebigen 
Zahl unzahlig viele andere Losungen ergeben, leuchtet von selbst ein. 

Satz. Eine der Zahlen x^ y ist durch 3, eine durch 
4 teilbar; weiter ist eine der Zahlen x^ y, z durch 5, 
das Produkt xyz also durch 60 teilbar. (Bernard 
Frenicle de Bessy, Des triangles rectangles, Memoires de 
I'Acad. royale des Sciences. T. V, Paris 1729, S. 123 fif.) 

Beweis. L Wenn eine der Zahlen m, n durch 3 teilbar ist, 
so ist es auch i/ = 2 m n. 

Ist m ^ l^ (mod. 3), so ist m — w, also auch 

a? = m2 — w2 ^ (mod. 3). 
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Hat endlich eine der Zahlen m, n fiir den Modul 3 den 
Rest -[- 1, die andere den Rest — 1, so ist w -|- w, also eben- 
falls X durch 3 teilbar. 

II. Da eine der Zahlen m, n gerade ist, so ist y durch 4 
teilbar. 

IIL Was endlich den Modul 5 betriflPt, fiir welchen die Reste 

0, + 1, lb 2 moglich sind, so ist y durch 5 teilbar, wenn eine 
der Zahlen m, n es ist. 

X ist durch 5 teilbar, wenn jede der Zahlen m, n den Rest 

1, ebenso wenn jede den Rest 2 hat, wobei es auf das Vorzeichen 
nicht ankommt; denn in jedem dieser beiden Falle ist 

w2 — ws ^ (mod. 5). 

Wenn dagegen eine der Zahlen m, n den Rest ± 1, die 
andere den Rest + 2 hat, so ist m^ -\- n\ also auch js? ^ (mod, 5). 

Auf gabe. Die einem gegebenen Werte a? = a entsprechenden 
Werte y^ a za finden, welche der Gleichung a;^ -j- j/2 = ^2 ge- 
niigen. 

Losung. Da a* = ;Sf2 — t/2 =^ (^ _^ y^Qg — y) sein soil, so 
denken wir uns a^ in zwei ungleiche Faktoren zerlegt, a^ = a a', 
wo a > a' sein moge, und setzen 

oc = jg -\- y, a' = z — y. 

Dann ergiebt sich 

a -I- a' a — a' 

damit also z^ y ganze Zahlen werden, miissen die Faktoren a, of 
von a^ beide gerade oder beide ungerade sein. 

Jede geeignete Zerlegung von a^ liefert eine Losung der 
Aufgabe. 

Beispiele. 1. Da 

92 = 81.1 = 27.3 
und 

^l+-i_41 ?Lz:J. = 40?lil- 15 ^1^=^ = 12 
2 ~" ' 2 — *"' 2 "~ ' 2 

ist, so erhalten wir 

92 = 412 _ 402 = 152 — 122. 

n. Es ist 

122 = 72.2 = 36.4 = 24.6 = 18.8, 
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und daraus folgt 

122 = 372 — 352 = 202 _ 162 = 152 _ 9a = 132 _ 52. 

Anmerkung I. Wenn x^ y^ z teilerfremd sind, so mufs 
£r = m3 -(- w2 ^ 1 (mod. 4) sein; denn das Quadrat einer 
geraden Zahl ist durch 4 teilbar, und fiir eine ungerade Zahl 
2a + 1 erhalt man (2a -|- 1)2 = 4a2 -|- 4a -(_ 1 = 1 (mod. 4). 

Anmerkung II. Pierre Fermat hat in seinen Zusatzen 
zur Arithmetik des Diophant eine Rqihe schatzbarer Be- 
merkungen iiber die Pythagoreische Gleichung gemacht. Der 
Verfasser hat diese Zusatze in seine deutsche tH^ersetzung auf- 
genommen. 

Anmerkung III. Die von Fermat in der Anm. zu Dio- 
phant II, 8 behauptete Unmoglichkeit einer rationalen Losung 
der Gleichung a;" -j- J/** == ^ fiir n > 2 ist trotz aller Bemiihungen 
der grofsten Mathematiker (Euler, Dirichlet, Eummer u. a.) 
noch nicht allgemein bewiesen. 

Anmerkung IV. Zahlen, fiir welche der von Heron von 
Alexandria bewiesene Ausdruck^) fiir die Flache eines Dreiecks 

J = ^s{s — a){s — b)(s — c) 

[darin bedeuten a, &, c die Seiten, s der halbe Umfang] rational 
ist, heifsen Heronische Zahlen, und die Dreiecke selbst werden 
auch wohl Heronische genannt. Zwei Pythagoreische Dreiecke, 
die in einer Eathete iibereinstimmen , lassen sich zu einem 
Heronischen Dreieck zusammensetzen. Danach liefert das oben 
gegebene Beispiel II sechs Heronische Dreiecke, namlich 




35 16 

Seiten 37, 20, 51. 




35 9 

SeiteD 37, 15, 44. 




86 5 

Seiten 87, 13, 40. 




16 9 

Seiten 20, 15, 25. 




16 5 

Seiten 20, 13, 21. 




9 5 
Seiten 15, 13, U. 



^) Vergl. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik Bd. I, 
S. 359. 
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Die Gleichung a -\- bx -\- cx^ = j/' (Euler, Algebra Bd. 11, 

Kapitel IV). 

Die Ermittlung der rationalen Werte von x^ welche den 
Ausdruck a -^ bx -^ cx^ zu einem voUstandigen Quadrat oder, 

was dasselbe ist, '^a-\-bx-^-cx^ rational machen, ist nur ein 
spezieller Fall der Aufgabe, die Gleichung zweiten Grades mit 
zwei Unbekannten in rationalen Zahlen zu losen. In Betreii' 
dieser allgemeineren , yon Lagrange im Zusatz V zu Eulers 
Algebra behandelten Aufgabe sei auf meine „Elemente der Zahlen- 
theorie" (B. G. Teubner, 1887), S. 226 ff. verwiesen. Hier setzen 
wir Yoraus, dafs die Koeffizienten a, b^ c gewissen Bedingungen 
geniigen, welche die Sache ungemein vereinfachen und die Ver- 
wandlung des Ausdrucks a -\- bx -\- cx'^ in ein Quadrat immer 
gestatten. 

1. Fall. Besonders einfach gestaltet sich die Sache, wenn 
einer der Koeffizienten a, c oder auch beide Null sind. 
Ist erstens a = c = 0, so setze man 

bx = k'\ 

wo h eine beliebige rationale Zahl bezeichnet. Dann ergiebt sich 

als Wert von a:, fiir welchen '^~bx rational wird. 
Ist zweiten 8 a = 0, so setzen wir 

bx -\- cx^ = {kxy 
and erhalten 

b 

X = 



k^ — c 

Wenn endlich c = ist, so liefert die Annahme 

a -{-bx ^ k^ 
den Wert 

&a — a 

Beispiele. L (Diophant III, 5.) Drei Zahlen zu finden, 
deren Summe ein Quadrat ist, und die so beschaffen 
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sind, dafs die Summe je zweier die dritte Zahl um eine 
Quadratzahl iibertrifft. 

Diophant setzt 

I + n + m = a;24-2a:+ 1, 

I _l_ n — m = 1, 

— I + II + m = ;r2; 
dann erhalt er 

und damit noch I — H -(- III, d. i. 2 a; ein Quadrat werde, setzt er 

2x = 16, 
was ihm a; = 8, also 

1 = 8 |, n=32i, 111 = 40 

liefert. 

n. (Diophant 11, 22.) Zwei Zahlen von der Beschaffen- 
heit zu finden, dafs das Quadrat einer jeden, wenn man 
es um die andere Zahl vermindert, eine Quadratzahl 
bleibt. 

Diophant nimmt die kleinere Zahl = a; -(- 1, die grolisere 
= 2ir -|- 1 an; dann ist schon {x -|- 1)2 — (2 a; -|- 1) = x'^ eine 
Quadratzahl. Es ist also nur noch zu bewirken, dafs 

(2x 4- 1)2 — {x-\-\) = 4a;2 -)- ^x 

ein Quadrat werde. Das geschieht durch die Annahme 

4a;2 _|_ 3^ = (3a;)2^ 



welche 



liefert. 



3 3 1 

a? = — , also 1=1—, II = 2 — 





III. (Diophant III, 10.) Zu einer gegebenen Zahl — 
etwa 3 — drei andere Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die Summe je zweier der letzteren bei 
Addition der gegebenen Zahl ein Quadrat gebe, und dafs 
ferner die Summe aller drei Zahlen, wenn die gegebene 
Zahl dazu addiert wird, ebenfalls ein Quadrat werde. 

Diophant setzt 
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I + n = a:2 + 4a:4- 1, 

n + m = x^-i-6x-\- 6, 

I + n + m =r a;2 4- 8a; + 13, 
dann ist 

I + n + 3 = (^ + 2)2, 

n + m + 3 = (a;+ 3)2, 

i + n + m + 3 = (a;4- 4)^ 

und man erhalt 

I=r2ir+7, II = :r2-f 2rt:— 6. EI = 4a: +12. 
Es mufs nun noch 

I + in + 3 = 6a;+ 22 
zu einem Quadrat gemacht werden. Diophant nimmt 

6a; + 22 = 100 
an. Dann erhalt er a; = 13 und 

I = 33, II = 189. m = 64. 

2. Fall, a ist eine positive QuadratzahL Wenn a = a^ 
ist, so setzen wir 

a -\- hx -\~ cx^ = (a + Tcx)^ = as _|_ 2aA:a; + li^x^ 

und erhalten leicht 

_ &2 — 2 « fe 

&2 — C ' 

also, wenn i = ist, 

Beispiel (Diophant 11, 17). Zwei Zahlen zu finden, 
die sich wie 1 : 3 verhalten, und von denen jede ein 
Quadrat wird, wenn man sie um die Quadratzahl 9 ver- 
grofsert. 

Diophant nimmt an, die kleinere Zahl sei a;^ + 6a;, da die 

eine Bedingung wegen a;^ + 6 a; + 9 = (a; + 3)2 dann schon 

erfiillt ist. Die grofsere Zahl wird 3a;2+ 18 a; sein, und die 

Annahme 

3a;2 + 18a; + 9 = (2 a; — 3)2 

liefert x = 30, so dafs sich fiir die gesuchten Zahlen die Werte 
1080 und 3240 ergeben. 

3. Fall, c ist eine positive Quadratzahl. Wenn c = y2 igf^ 
80 setzen wir 
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ft* 


— a 


b- 


- '2yk' 


a  


k» 



und erhalten leicht 

X = 

also, wenn 6 = ist, 

X = , 

2yk 

Beispiel (Diophant III, 13). Drei Zahlen von der 
Beschaffenheit zu linden, dafs das um 10 yerminderte 
Produkt je zweier derselben eine Quadratzahl sei. 

Da sowohl 30 -t-, als auch 12 — bei Subtraktion von 10 ein 

4 4 

Quadrat bleibt, so nimmt Diophant 

I = 30 -^ a;, II = - 

4 X 



III = 12 ^ ic 
4 



an. Dann sind zwei Forderungen erfiillt, und es bleibt nur noch 
zu bewirken, dafs I. HI — 10, d. i. 

121.49 , ,^ 121.49a;a— 160 

also 121.49rr2 — 160 ein Quadrat werde. Durch die Annahme 

121.49a?2 — 160 = (77 a; — 2)2 
erhalt Diophant 



X = 



41 

77' 



und es ergiebt sich ihm sodann 

3 



1= 16 



28' 



n = 1 



36 
41' 



m = 6 



23 

44 



Anmerkung. Will man die Werte von x bestimmen, fur 

welche '^ a^ -\- bx -\- c^ x^^ z. B. y 1 -|- a;^ rational wird, so kann 
man (nach Belieben) nach Fall 2 oder 3 verfahren, 

4. Fall. Es ist 62 — 4^^^ eine Quadratzahl h^. In diesem 
Falle hat die Gleichung 

a -^ bx -^ cx^ = 
die beiden Wurzeln 

— 6-f-^ — 6 — h 



Xy 



2c 



x^ — 



2c 
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^wo h = '^ b^ — iae gesetzt ist. Es ergiebt sich somit 

a + 6x 4- ex* = c (x + *^)(a; + ^1^), 

d. h. der vorgelegte Ausdruck lafst sich in zwei Faktoren ersten 
Grrades mit rationalen Koeffizienten zerlegen. 
Wir nehmen an, es sei 

a -j- bx -{- cx^ = (d + ex){/ -}- gx) 
und setzen 

ivo die ganzen Zahlen m, n als prim zu einander vorausgesetzt 
werden. Dann ergiebt «ich 

dm*— /«2 

X = • 

g n'^ — em^ 

Beispiel (Euler, Algebra II, 53). Fiir welche Werte von 
X wird ye-f- Ux-\'^x^ rational? Da 

13a — 4.6.6 = 169 — 144 = 25 = 5* 
ist, so unterliegt der Ausdruck dem vorliegenden Fall. Es ist 

6 + 13a; + 6x2 = (3x + 2)(2:c-|- 3), 

und die Annahme 

(3a; + 2)(2a; + 3) = ^(3a; + 2)« 

liefert 

_ 2m2 — 3n2 
^ ~ 2n«— 3~ma' 

wo m, n irgend welche teiler&emde ganze Zahlen sind. 

5. FalL a -\- bx '\- cx^ kann auf die Form p^ -\- qr ge- 
bracht werden, wo 2>, g, r Funktionen ersten Grades mit rationalen 
Koeffizienten bezeichnen. Wir setzen 



P^-\-ar = (p + ^q), 



wo m, n beliebige teilerfremde ganze Zahlen bezeichi^n, und er- 
halten 

n^r = 2 m np -j- m^ ^, 

aus welcfaer Gleichung, da sie in Beziehung auf x vom ersten 
Grade ist, sich x leicht bestimmen lafst. 

Wertheim, Zahlenlehre. iq 
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Beispiel (Euler, Algebra II, 55). Aus 2x^ — I, d. i 
x^-\-{x+ l){x - 1) = [rr + ^ (a: + 1)J 



12 



ergiebt sich 



m2 4- w2 
n^ — 2mn — m^ 



Fiir diesen Wert ist in der That 

'w2 — 2mn — w2\2 



\w2 — 2mn — my 



Anmerkung. Wenn man einen Wert von x kennt, fiir 
welchen der Ausdruck a -j- bx -{- cx^ ein. Quadrat wird, so ist 
es leicht, beliebig yiele andere anzugeben. 

Es sei I ein solcher Wert und a -|- 6 ^ -(- c |> = m^. Setzen 
wir dann 

X = ^ -j-h, 

wo k unbestimmt ist, so erhalten wir 

a + ia; + ca;2 = (a + 6| + c|2) -(- ]c(b + 2c| + ch) 

Oder 

a + fca; + ca:2 = m2 + ]c(p _|_ 2c^ + ch). 

Wird jetzt weiter 

ma -(- fc(ft + 2cg -f ck) = (m + kiy 

gesetzt, wo I unbestimmt bleibt, so ergiebt sich 

b + 2c| + cfc = 2ml -(- kl^ 
und hieraus folgt 



k = 



2ml — b — 2ct 



also 



X = ^ -\-k = 



c — P 



2ml — b^d — Pj 
c — P 



Fiir diesen Wert von a?, in welchem 6, c, m, | bekannt sind, 
wahrend I unbestimmt ist, wird a -\- bx -{- cx^ &Xi Quadrat. 

Beispiel (Diophant VI, 16). Diophant hat gefunden, 
dafs 3.5a — 11 eine Quadratzahl, namlich 64 ist Er will eine 
Quadratzahl ermitteln, die grofser als 25 ist und dasselbe leistet, 
d. i. deren Dreifaches bei Subtraktion von 11 ein Quadrat liefere. 
Er nimmt die Seite des gesuchten Quadrats gleich x -\' h an; 
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dann soil S{x -|- 5)2 — 11, d. i. Sx^ -\- 30x + 64 zu einem 
Quadrat gemacht werden. Zu diesem Zwecke setzt er 

Sx^-\- SOx + 64 = (8 — 2xy 
und erhalt 

X = 62. 

Die gesuchte Zahl ist also 67^ = 4489. In der That ist 

3.4489 — 11 = 13456 = 1162. 

Aufgaben. I. Drei Quadratzahlen gleicher Differenz zu 
finden, oder zwei Zahlen x^ y Yon der Beschaffenheit zu be- 
stimmen, dats sowohl x^ -\- y, als auch x^ — y eine Quadratzahl 
sei (Leonardo Pisano Bd. II, S. 227; Lucas Paciuolo, 
Summa fol. 46 verso; Hieronimus Gardanus, Pract. arithm. 
Kap. 42, Nr. 36 und . 37). 

Losung. Es sei 

^^ + y = a\ 

x^ — y =.fe2^ 

also 

2i/ = a2 — 62 = (a -j- b)(a — b). 

Setzen wir dann 

a — 6 = 2 fc, 
wo Jc unbestimmt ist, so erhalten wir 

« = A + ^' 

also 

a2, d. i. ^2 + 2^3=^^ + y + fc2, 
und daraus folgt 



^^ = (^) + *^- 



Die Zahlen re, ^, k geniigen demnach der Pythagoreischen 

Gleichung, d. h. es ist, wenn m, n teilerfremde ganze Zahlen be- 
deuten, von denen die eine gerade, die andere ungerade ist, 

Jc = m^ — w2, 

y 



^j^=2mn. 



10* 
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{ 



also 

y = 4mn(m3 — n^) 

X = m^ -\- n^ 

die LosuBg der Aufgabe. 

Die nachstehende Tabelle giebt Zahlen, welche der Auf- 
gabe geniigen: 



m 


n 


X 


y 


Quadrate gleicher Differenz 


2 


1 


5 


24 


1, 25, 49 


3 


1 


10 


96 


4, 100, 196 


S 


2 


IS 


120 


49, 168, 289 


4 


1 


17 


240 


49, 289, 529 


• 


• 


• 


• 


• • • 



II. Eine Zahl za finden, die sowobl bei Addition von 5, als 
aucb bei Subtraktion von 7 eine Quadratzahl wird. (Aus dem 
Rechenbuch von Bakbshali, Indian Antiquary XVII, S. 44.) 
Wird 

x + 5 = a2 
x—7 = b^ 
gesetzt, so folgt 

12 = a2 — 62 ^ (a -f b)(a — 6). 

Es ist also 



somit 



+ 6—12 


6 


4 


a 6—1 


2 


3, 


a- 61 


4 


3^ 


h— 5| 


2 


1 

2) 


a2 — 42i 


16 


12 i 


^ — 37i 


11 


n- 



und 



in. (Diopbant IV, 21.) Vier Zahlen von der Beschaffen-^ 
heit zu finden, dais das Produkt je zweier derselben, wenn es 
um 1 vermehrt wird, ein Quadrat gebe. 

Diopbant nimmt 

l = x, n = a;4-2, III=r4rr4-4, IV = 9a? +6 



§. 51. Die Gleichung aas^ -f &y* = ^». 149 

an; dann sind 

i.n + 1, i.m+1, i.iv + 1, n.m + 1, m.iv + 1 

Quadrate, also schon fiinf Bedingungen erfiillt, und man hat nur 
noch II. IV -(-1, d. i. 9a?» + 24x -f- 13 zu einem Quadrat zn 
maclien. 

Die Annahme 

9a;a -j- 24:» + 13 = (3 a; — 4)2 
liefert 

_ 1 

"" — 16' 

und so erhalt Diophant fiir die gesuchten Zahlen die Werte 

1 33 68 105 
16' 16' 16' 16  



§. 51. 
Die Gleichung ax^ -\-hy^ ^= z\ (Euler, Algebra 11, 188.) 

Es soil 
ax^ -{-hy^ = {xfa-\-y V— h){x i^ — y V^^) 

in einen Eubus yerwandelt werden. Wenn nun x und y ohne 
gemeinschaftlichen Divisor sind, so mufs jeder der beiden Faktoren 
von ax^ ^ by^ ein Eubus sein. Wir setzen daher 

xfa-^ yi—b = (|>fa + gV— 6)3 

a? Va — yV— b = (pfa — q V— 6)3 

und erhalteu, wenn wir diese beiden Gleichungen entwickeln und 
die reellen und imaginaren Teile einer jeden einander gleich 
setzen, 

X = aj)3 — Sbpq^ 

y = Sap^q — bq^\ 

darin sind a, b gegeben, wahrend |), q unbestimmt geblieben sind. 
Fiir diese Werte von a?, y wird 

ax^ + by^ = (ap^ + 6^2)3. 

Beispiele: 

I. x^ -\- y^ = e\ 
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Hier ist 

 • 
p und q sind beliebige Werte beizulegen, etwa 



p 


q 


X 


y 


x^ + y' 


z 


1 


1 


— 2 


2 


8 


2 


2 


1 


2 


11 


125 


5 


1 


2 


— 11 


— 2 


125 


5 


3 


1 


18 


26 


1000 


10 


• 


• . 


• 


• 


• 


• 



IL 



:r = p' — 



^2 _|_ 2 t/2 =r ^8. 



p 


2 


X 


y 


x^ + 2y» 


z 


1 


1 


— 5 


1 


27 


3 


2 


1 


— 4 


10 


216 


6 


1 


2 


— 23 


— 10 


729 


9 


3 


1 


9 


25 


1331 


11 


• 


• 


• 


• 


• 


• 



Aufgabe. Beweise, dafs x^ -^ 2 = 0^ nur die eine Losung 
x^ = 25 hat, rc2 «j_ 4 = ^8 nur die beiden Losungen x^ = 4 und 
a;2 = 121. 

Diese beiden Aufgaben hatte Fermat (Varia Opera, p. 192 
= Oeuvres 11, S. 345) den englischen Mathematikem zur Losung 
aufgegeben. 
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Die Gleichung xiy = t/*. (Euler, Introductio in Analysin 

infinitorum, 11, p. 294.) 

Wird y =i tx angenommen, so wird 

a;** = (^^)*? 
und daraus folgt der Beihe nach 
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i—l 
X = ft, 

y = il. 
Wenn wir jetzt t — 1 = t setzen, so erhalten wir 

wo A; jede rationale Zahl sein kann. Fiir A; = 1 ist z. B. 

X — 2, y = ^, 



fiir A; = 2 ist 



9 27 

^=4' ^ = -8-' 



u. s. w. 



§• 53. 
Aufgaben. 

I. Welche Zahlen haben die Eigenschaft, dafs ihre Quadrate 
und daher auch ihre samtlichen Potenzen mit denselben Ziffem 
wie die Zahlen selbst endigen? 

Von den einziffrigen Zahlen sind dies bekanntlich 1, 5, 6. 

Dm die zweiziffrigen Zahlen zu finden, nehmen wir an, 
es sei a eine einziffrige Zahl der verlangten Art, also entweder 
1 Oder 5 oder 6. Dann soil 

(10ai + a)2, d. i. 100ai2+ 20aai + aa= lOOfc-f lOai +a 

sein, .wo h irgend eine ganze Zahl und ai <C 10 ist Es mufs 
daher 

(1) 20aai — lOai + a' — a = 10ai(2a — 1) + «(« — 1) 

ein Vielfaches von 100 sein. 

Fiir « = 1 ist das unmoglich. Fiir a = 5 wird der Aus- 
druck (1) 90ai -|- 20, und damit dies ein Vielfaches von 100, 
also 9ai -|- 2 ein Vielfaches von 10 sei, ist ai(<ClO) = 2 zu 
setzen. 

Fiir a = 6 endlich wird (1) llOai + 30; das soil ein Viel- 
faches von 100, also llaj + 3 ein Vielfaches von 10 sein, was 
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nur fiir tti = 7 der Fall ist. Die zweiziflFrigen Zahlen der ver- 
langten Art sind danach 25 und 76; in der That ist 

252 = 625, 762 = 5776. 

Um die dreiziffrigen Zahlen za erhalten, verstehen wir 
unter a^ eine zweiziffiige Zahl der verlangten Art; dann soil 

(1000, + aO^ 
d. i. 

lOOOOal + 200 a^ a^ -\- a? = 1000 fc' + lOOo, -f Oj, 

also 

200aiaa — lOOa^ + a 2 _ ^ _ I00a3(2ai — 1) + (^{(^ — 1) 
ein Vielfaches von Tausend sein. Fiir a^ = 25 wird dieser Aus- 
druck 4900 a, -|- 600, und das ist ein Vielfaches von 1000, wenn 
49 a, -|- 6, also auch 9 02 + 6 ein Vielfaches von 10 ist, was nur 
fiir Og = 6 der Fall ist. 

Fiir «! = 76 wird unser Ausdruck 15100aa + 5700, und 
das ist ein Vielfaches von 1000, wenn 151 ag -f" 5*^1 ^^^o auch 
tta -f- 7 ein Vielfaches von 10 ist, was Oj =;= 3 liefert. Die drei- 
ziffrigen Zahlen der betrachteten Art sind also 625 und 376, und 
in der That ist 6252 = 390625, 3762 = 141376. 

Auf diese Weise fortschliefsend erhalten wir als vierziffrige 
Zahlen 0625 und 9376, als fiinfziffrige 90625 und 09376, als 
sechsziffrige 890625 und 109376, als siebenziffrige 2890625 
und 7109376, u. s. w. 

n. Welches ist die kleinste Zahl, die links eine 7 hat und 
auf ihren dritten Teil reduziert wird, wenn man diese 7 links 
abschneidet und rechts wieder ansetzt? 

Es mufs 7.101' = 29ic -(- 21 sein. Man hat also 70 durch 
29 zu dividieren, an den Rest zu hangen und weiter zu divi- 
dieren. In dieser Weise hat man fortzufahren, bis der Rest 21 
erscheint. Der ^erhaltene Quotient mit vorgesetzter 7 ist die ge- 
suchte Zahl; als solche ergiebt sich 

7241379310344827 586 206896 551. 

III. Eine dreiziffrige Zahl hat die Quersumme 11. Die 
durch Umkehrung der Reibenfolge der Ziffem gebildete Zahl 
wiirde die Halfte der urspriinglichen sein, wenn diese um 29 
grofser ware. Wie heifst die Zahl? (623) 

100a?4-10t/ + (ll— a; — j/)-f 29 = 2[100(11— :r— y)+10t/4-4 

u. s. w. 
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IV. Welche dreizifirige Zabl hat sowohl im dekadischen, als 
auch im heptadischen System die Eigenschaft, dafs jede folgende 
Ziffer um 1 grofser ist als die vorhergehende ? [123 (dekadisch) 
= 234 (heptadisch)]. 

100a + 10(a + 1) + (a'-f 2) = 496 + 7(6 + l) + (J -f- 2), 

U. 8. W. 

V. Welche dreiziffrige Zahl wird im Elfer-System umgekehrt 
wie im Siebener- System geschrieben? [163 (Basis 11) = 361 
(Basis 7) und 368 (Basis 11) = 863 (Basis 7)]. 

121 a + 11 6 + c = 49 c + 7 6 + a, 
u. s. w. 

VL Welche zwischen 100 und 200 liegenden Zahlen endigen 

im Fiinfzehner-System mit einer 4, im Zwolfer-System mit einer 

10? (Meier Hirsch, XVIII, 4.) [Es sind, dekadisch geschrieben, 

34, 94, 154.] 

15a + 4 = 1446 + 12c -f 10, 

U. 8. W. 

VIL Welche Zahlen endigen sowohl im Fiinfzehner-, wie im 
Zwolfer-System auf 34? 

34 im Fiinfzehner-System = 49 (dekadisch), 
34 im Zwolfer-System = 40 (dekadisch), 

also sind die Zahlen z zu suchen, welche den beiden Bedingangen 

^ = 49 (mod. 225), i? = 40 (mod. 144) 

geniigen. Man erhalt z = 1624 -|- 3600 fc, wo fc = oder jede 
ganze positive Zahl sein kann. 

Vni. Fiir welche Werte von x wird jeder der Ausdriicke 

%x— 10 11 a; + 8 16a?— 1 
7 ' 17 ' 5 

eine ganze Zahl? 

Fiir re == 211 -|- 595 fc, wo A; jede ganze Zahl sein kann. 

IX. In der augenscheinlich nicht im dekadischen System ge- 
schriebenen Rechnung 

121w a *2il!f = Jf4422 

ist da, wo das Zeichen * steht, eine ZiflFer unleserlich. Wie 
heilist diese Ziffer? In welchem System ist die Rechnung ge- 
schrieben, und wie wird dieselbe im dekadischen System lauten? 
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Bezeichnet x die Basis des Systems und y die unleserliche 
Ziffer, so soil 

(a:2 -f 2rr + \){xy + 2) = A:X^ + 4^2 +^2:^ + 2 
sein, and daraus folgt leicht 

6 



y = 4 — 



x-{- 1 



Die Losung x = 2^ y ■= 2 ist zu verwerfen, da es im binaren 
System keine ZiflFer 2 giebt; es kann also nur a? = 5, y = 3 
sein. Die Rechnung ist somit im Fiinfer-System geschrieben, die 
unleserliche Ziffer ist 3, und die Rechnung lautet im dekadischen 
System 

36 m a 17 M = 612 M, 

X. Bei welchen Pythagoreischen Dreiecken verhalt sich der 
Umfang zur Langeneinheit wie die Flache zur FlaCheneinheit? 

Die Seiten des Dreiecks seien 

^^ + 2/^ ^^ — y^i 2a;t/; 

dann soil 

(a;2 _ y2^xy = 2x{x -{- y), 
also 

2 
{x — y)y = 2 Oder x = y ■}- - 

y 
sein. Es ist also 

entweder y = 1, a; = 3, 
so dafs die Seiten 10, 8, 6 sind, 

oder 2/ = 2, a; = 3, 
so dafs die Seiten 13, 5, 12 sind. 

XI. Zwei ganze positive Zahlen zu finden, deren Differenz 
gleich dem Doppelten ihres Quotienten ist (Heis, §. 79, Nr. 30). 

2x 
X — y = — u. 8. w. 

y 

^ = ?/ + 



y — 2 
Wir setzen y — 2 = fc und erhalten 
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Liosungen: 



k 


1 

1 


2 


4 


X 


9 


8 


9 


\y 


3 


4 


6 



XTL Zwei ganze positive Zahlen zu finden, deren Produkt 
das 12fache ihrer Summe ist. 

xy=\2(x^y\ ^=12+ y!l^i2 ' 



a: 


156 


84 


60 


48 


36 


30 


24 


21 


y 


y 


13 


14 


15 


16 


18 


20 


24 


28 


X 



XTTT. Zwei arithmetische Reihen haben gleiche Endglieder. 
Die erste hat zum Anfangsglied 9 und zur Summe 25, die zweite 
zam Anfangsglied 8 und zur Summe 36. Wieviel Glieder hat 
jede Reihe? (Heis, §. 81, Nr. 22.) 

Die erste Reihe habe x^ die zweite y Glieder; das Endglied 
einer jeden sei i\ dann ist 

und man erhalt durch Elimination von i leicht 

3600 

a: = oO --=7: 

2/ + ^2 

Die Betrachtung der 45 Divisoren von 3600 liefert die Losungen: 



X 


2 


5 


10 


14 


20 


25 


26 


30 


32 


34 


35 


y 


3 


8 


18 


28 


48 


72 


78 


108 


128 


153 


168 



X 


38 


40 


41 


42 


44 


45 


46 


47 1 


48 


49 


y 


228 


288 


328 


378 


528 


648 


828 


1128 ' 


1728 


3528 



XIV. Zwei arithmetische Reihen haben gleiche Anfangs- 
glieder. Die erste hat zum letzten Gliede 39, zur Summe 207, 
die zweite zum letzten Gliede 124, zur Summe 917. Wieviel 
GUeder hat jede Reihe? (Heis, §. 81, Nr. 21.) 
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Die erste Reihe habe x^ die zweite y Glieder; das Anfangs- 
glied einer jeden sei a. Dann ist 

a -1-39 ^^^ a 4- 124 

—^ X = 207, — i^ y = 917, 

und man erhalt durch EliiDination von a 

1834 a: , ^. ,^^, 759 276 

y = o^i:rT-j^^ also Soy =1834 — 



85rr + 414' ^ — 85ir + 414 

Die Betrachtung der 72 Divisoren von 

759276 = 2«.32.7.23.131 

ergiebt nur die eine Losung 

X = 9, y = 14. 

XV. Die Gleichung 

Sx 4- ^xy — 2y 4- 7y« = 63 

in ganzen positiven Zahlen zu losen. 
Es ergiebt sich 

_7y2 + 2y + 63 
^— 5I/ + 3 

25^ = -^^^y^ + fQy+l^:^_35y + 31+ '"^^ 



5y + 3 ^ ' ' 5y+ 3 

Von den Divisoren der Zahl 1482 = 2.3.13.19 hat nur 
einer, namlich 13, die Eigenschaft, von der Form 6Tc -\- 3, ft > 
zu sein, und es ergiebt sich 

51/ -f 3 = 13, j/ = 2, 25ir = 75, x = 3, 

also die Losung x = 3^ y = 2. 

XVI. Desgleichen die Gleichung 

4a; — SOy + lly2 = 25. 
Man erhalt 

^ = 6 + 7y-3y^ + ' + '| + ^\ 
und daraus ergeben sich die Losungen 



y 

X 



1 + ^k 



— 1 -h 4A; 
— 4: -\- b2Jc — Uk\ 
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Die einzigen positiven Werte, die der Gleichung geniigen, 
enthalt die zweite Losung, die fiir A; = 1 

X = 4, y = 3 
liefert. 

XYII. Es soUen ganze Werte von rr, y bestimmt werden, fur 
welche jeder der Ausdriicke 

(1) 5x^ — 7xy -^ 4:y^ 

(2) {2x-\-Sy){Sx-4.y) 

(3) 2x^-\- 3xy — 2ya 

(4) Sx^ — 2xy -{- Sy^ 
ein Quadrat wird. 

Wir bestimmen die rationalen Werte von |, fiir welche jeder 
der Ausdriicke 

(1) 5|2_7| + 4; (2) (2| + 3)(3|-4); 

(3) 2g2+3| — 2; (4) 3|2_2| + 3 

ein Quadrat wird. Ist ^ ein passender Wert von | und k eine 

beliebige ganze Zahl, so stellen x = ph^ y = qh Losungen der 
Aufgabe dar. 

XVin. Welche gleichnamigen Briiche haben die Eigenschaft, 
dafs ihre Differenz gleich der DiflFerenz ihrer Kuben ist? (Meier 
Hirsch, XVm, 45.) 

Aus 

n3 n8 n n 
folgt leicht 

t»2 -|- mp -[- |)2 = w2, 

und die Annahme 

w* + mp -^ p^ = (m 4- IcpY 
liefert der Reihe nach 

m(2h — l) , , rn(k^— kA-l) 

w , 1 — feg p 2fc— 1 



XIX. Die Gleichung x^ -\- Sy^ = z^ in ganzen Zahlen zu 
losen. 

Es ergiebt sich 
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a; = (3 w2 — w2) I, t/=r2mw|, ^ = (3m2 + w2)|, 

wo m, n pnm zu einander sind, wahrend | unbestimmt ist. 

XX. In welchen rechtwinkligen Dreiecken ist die Summe der 
Seiten eine Quadratzahl? 
Es iat 

[^2 + y2] + [a;2 — j/2] ^ [2a;2/] = 2a;(:r + j/); 

man hat also a;, t/ so zu wahlen, dais 2x{x -\- y) ein Quadrat 
werde. 

XXL Fiir welche Werte von x ist sowohl x -\- a^ als auch 
X — a eine Quadratzahl? 

Wird X -\- a =1 y^ gesetzt, so mul's x — a = y2-_2azu 
einem Quadrate gemacht werden. Wir nehmen zu diesem Zwecke 
y2 — 2 a = (y — fc)2 an und erhalten 



2a4-fc2 



_ / 2 g + A;2 y _ _ 4 a^ + fc* 
~\ 2fc ; ^ ~ 4A;2 ' 



XXn. Drei ganze Zahlen bilden eine arithmetische Beihe, and 
je zwei derselben haben zur Summe eine Quadratzahl. Welches 
sind diese Zahlen? 

Werden die Zahlen mit 

X, ^ + y, ^ + 2y 

bezeichnet, so soil 

2x-^y = a\ 2aj + 3t/ = ^\ 2x-\-2y = y^ 
also 

a2 -|- /32 = 2 y2 

sein. Nun ist bekanntlich 

(u -f vy -f (m — i;)2 = 2 (w2 _^ ^a)^ 
also, wenn a = u -\- v^ fi ■= u — v gesetzt wird, 

y2 = 1^2 _j_ ^3 

und nach §. 49 

u = 2mw|, i; = (m2 — w2)|, y = (m^ -[- n2)g, 
a = (m2 -f- 2mn — n2)|, p = (— m^ -\- 2mn -\- n2)|; 

U. 8. W. 

XXin. Zwei Zahlen x^ y zn bestimmen, fur welche sowohl 
a;2 -)- y2 _ 1^ als auch x^ — y^ — 1 eine Quadratzahl ist (Bhas- 
cara, Colebrooke, S. 27). 
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Wird 

x^ -j- y^ — I = u^ 

X^ — ya — 1 = t;2 

gesetzt, so ist 

1y^ =z u"^ — v^ T= {u -\- v){u — v\ 

also entweder 

(1) M -|- I? = — ^, u — v = w y 

Oder 

2 

(2) u -\- V =^ my\ u — t; = — • 

Die erste Annahme liefert 

^ ~ m ^ 2 ' m 2 

und welter, wenn A; eine zweite unbestimmte Zahl bezeichnet, 

_ 8A;wa 

.^ "" 4 — 4fc2ma + m* 

_ 4 + 4 fe2 m^ + m^ 
~ F — 4A;2m2 -}- w*' 

Die zweite Annahme liefert ebenso 

m2 — fc2m2 4-1 m2 4- w2 fca 4- 1 

wo m und % unbestinimt sind. 

XXIV. Es soUen n ganze positive Zahlen gefunden werden, 
welche eine arithmetische Reihe mit der Summe n^ bilden. 

Wird das erste Glied der Reihe a, die Differenz A genannt, 
80 soil 

[2a + (w — l)d] ^ = n\ also 2a + (w — l)rf = 2w 

sein, and man erkennt leicht, dais A nur die Werte 1, 2 haben 
kann. 

Ist nun erstens n eine gerade Zahl, also n — 1 ungerade, 
so mufs offenbar d gerade, also gleich 2 sein, und dann ergiebt 
sicli a = 1. Wir erhalten also die Reihe der n ersten un- 
geraden Zahlen 1, 3, 5,.*., 2w — 1, deren Summe bekanntlich 
na ist. 
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Ist dagegen zweitens n ungerade, also n — 1 gerade, so 
kann d sowohl 1 als auch 2 sein. Es sei n == 2 v -[~ ^ > dsLnn 
geht die oben hergeleitete Gleichung iiber in 

a-|-vd = 2i/-|-l. 

Fiir d = 1 folgt hieraus o = v -|- 1 ; es ergiebt sich somit die 
Reihe 

1/+ 1, i;+2, v-\-3, ..., 3v+ 1, 

d. L 

Wj-fJ. n -f 3 3n — 1 

"~2 ' 2~"' " *' 2 

Fiir d = 2 wird a = 1 , so dafs wir wieder die Reihe der un- 
geraden Zahlen erhalten. 

XXV. Welche n aufeinander folgenden ungeraden Zahlen 
haben zur Summe n"? 

Die gesuchten Zahlen seien 

2^+1, 2a; + 3, . . ., 2a;-(-2n — 1, 
so soil 

n« — 1 — n 



(2a; -|- n)n = w", also x = 

sein. Es ergeben sich somit die Zahlen 

w«-i — w + 1, n«-i ^ n + 3, . , ., . n«-i + « — 1. 

Fiir a = 3 folgt hieraus der von Nikomachus von Gerasa 
{El(Say(Dy7] , XX) gegebene Satz, nach welchem die Summe der 
Zahlen 

w' — w -(- 1, n2 — n -^ 3, . . ., n2 -j- n — 1 

gleich w3, also 

1 =13 

3 + 5 =23 

7 + 9+11 =3' 

(n2 _ n + 1) + (n2 — w + 3) H 1- (n2 + n — 1) = n^ 

ist, und welcher die bekannte Formel 

18 + 23 + 33 H ^- n3 = h(^+^) ? 

liefert. 

XXVI. Eine aus lauter Neunen mit angehangten Nullen 
gebildete Zahl zu finden, welche durch eine beliebig gegebene 
Zahl h teilbar ist (Annales de Mathem. de Gergonne, XIX, S. 25&). 
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Wir dividieren die Potenzen 10, 10^, 10*, ... durch h. Da 
fur diesen Divisor nur die Reste 0, 1, 2, ..., fc — 1 moglich sind, 
so -warden wir zwei Potenzen von 10, 10"* und 10~ finden, welche 
fiir den Modul k kongruent sind. Es sei n ;> m; dann ist 

10* — 10« = 10»«(10'»-'» — 1) 
eine durch k teilbare Zahl, welche aus n — m Neunen und m 
Nullen gebildet ist. 

Beispiel. Fiir A; = 36 ist 100 = 28 und ebenso 1000 = 28, 
also ist 100(10 — 1) = 900 die gesuchte Zahl. 

XX Vn. Die Kanten a, 6, c eines rechtwinkligen Parallel- 
epipeds so zu bestimmen, dafs die Mafszahlen der Flachen- 
diagonalen rational werden (Euler, Gomm. arithm. coll. II, S. 650). 

Es soil jede der drei Zahlen a^ -f" b^, a^ -\- c^, b^ -f- c^ eine 
Quadratzahl sein. Dies zu bewirken, setzen wir 

a = kx — iy, 
b = Ix — ky^ 
c2 = ^klxy. 
Dann ist 

a2 -f c2 = {kx + iy)a, b^ -\- c^ = Qx -\- kyf, 

es bleibt also nur noch a^ -f- b^ zu einem Quadrat zu machen. 
Das geschieht durch die Annahme 

a = 2mn, ft = m* — w^, 

denn bei dieser ist nach §. 49 a^ -{-b^ = (m^ -|- n^y. 
Nun ergiebt sich aus den Gleichungen 

kx — ly = 2inn^ 

Ix — ky = m^ — w2, 
dafs 

2 mnl — k m^ 4- kn^ 

ist, oder wenn 

(A;2 — l^)x = S, (fc2 — I2)y = ri 

gesetzt wird, 

^ = 2mnk — I {m^ — n^), 

Tj = 2 mnl — k {m^ — w^). 
Jetzt mufs noch 

. 7 7 4:kl^Yl 

'VVertheim, Zahlenlehre. \\ 
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Oder einfach, da 4 und {h^ — py Quadratzahlen sind, kl^ti zu 
einem Quadrat gemacht werden. Man erhalt 

hl^ri = Jc^Pm^ — 2Jcln(k^ + P)m^ + 2hH^n^m^ 
+ 2fcZn8(A;2 + P)m + IH^n^. 

Wird dies gleich 

\klm^ — (&2 + P)mn + M nap 
gesetzty so folgt nach leicLten Reduktionen 

Wenn wir jetzt 

m = 4 fc Z, n = ft2 _|_ I2 

annehmen, so ergiebt sich 

I = Z (3 A;2 — /2)2, 

1^ == fc (3 ^2 — fc2)2, 

und weiter durch leichte Entwicklungen 



a =hx-ly = ^l \^ = S]cl{k^-^P), 



h = Ix — ley 



fc2 — P 
H — fci? 



ca = 4:]cl' 
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(3fc2_ ?2)(3j2_fc2), 



h^ — P 

Oder bei Erweiterung mit fca — Z^ 

a = 8&Z(fc2 + Z2)(^2_Z2)^ 
6 = (— fc4 _^ 14A:2Z2 _ Z4)(;fc2 _ j?)^ 
c = 21cl{Sk^ — P){SP — /c2). 
Beispiele: 



fc 


Z 


a 


b 


c 


a* 


fe« 


c« 


2 


1 


240 


117 


— 44 


57 600 


13 689 


1936 


3 


1 


1920 


352 


— 936 


3 686 400 


123 904 


876096 


3 


2 


3120 


2 035 


828 


9 734 400 


4 141225 


685 584 


4 


1 


8160 


— 495 


— 4 888 


66 585 600 


245 025 


23 892 544 


4 


3 


16 800 


11753 


10 296 


282 240 000 


138 133 009 


106 007 616. 
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XXVIII. Beliebig yiele Quadratzahlen zu finden, deren Summe 
eine Quadratzahl ist. 

Die Losung erfolgt mittels der Form el 

(aa — J2)2 -(-(2 a hy = (a^ + b^)K 

Stellt man namlich a^ -j- b^^ was immer moglich ist, als 
Dlfferenz zweier Quadrate dar, 

a2 _|_ 6» = «; - b*. 

so liefert jene Formel 

(a« — ¥)* + (2 a 6)8 = {a* — b*)\ 
Ebenso ergiebt sich weiter 

(a; -6,')' + (2o, 60' = («.'-*.')% 



endlich ist 

(ai — bif + (2anbny = {ai + bif, 

und durch Addition aller dieser Oleichungen erhalt man 

(a2_62)2 ^ (2aby + (2a,b,y -\ h (2an6n)^ = (ai + 6n?. 

Bei spiel. Fiir a = 2, 6 = 1 ergiebt sich 

52 _j_ 122 ^ 132^ 
132 _(_ 842 = 852, 
852 _^ 36122 = 36132, 

also ist 

32 +42-1- 122 _j- 842 _j^ 36122 = 36132. 
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Fiinftes Kapitel. 

Die Kettenbrticlie und ihre Anwendung auf die 

Zahlenlehre. 



§. 54. 
Historisches. — Entstehung der Kettenbriiche. 

Als (erster) Erfinder der Kettenbriiche ist der Italiener 
Rafaele Bombelli anzusehen, der S. 35 seiner 1572 in Bologna 
gedruckten „Algebra" gezeigt hat, wie man sich durch eine 
Kettenbruchentwicklung dem Werte einer irrationalen Quadrat- 
wurzel beliebig nahern kann. Sein Verfahren hat sich Pietro 
Antonio Cataldi angeeignet. Er hat dasselbe, ohne Bombelli 
zu nennen, dessen Werk er als Professor der Mathematik in 
Bologna kennen mufste, in seinem „Trattato del modo 
brevissimo di trovare la radice quadra delli numeri" 
(Bologna 1613) weitlaufig an sehr vielen Beispielen auseinander 
gesetzt. Dabei hat er die Eigenschaften der Naherungsbriiche 
entdeckt und fiir die Kettenbriiche eine passende; der unserigen 
ahnliche Bezeichnungsweise ersonnen. 

Als zweiter selbstandiger Erfinder ist der Niirnberger Daniel 

Schwenter, Professor in Altdorf, zu nennen, der sich 1618 

der Kettenbriiche bediente, um das Verhaltnis zweier Zahlen in 

kleineren Zahlen auszudriicken. So findet er (Geometriae 

177 
practicae novae Tract. II, p. 59) fur »^^ die Naherungsbriiche 

79 19 ,3 
104' 25 "^^4- 



Joseph Iiouia Iiagrange 
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Zum dritten Male warden dann die Kattenbriiche von dem 
Englander Lord William Brouncker (1620 — 1684) erfunden, 

der das von Wallis gegebene unendliche Produkt fiir — in 

einen Kettenbruch verwandelte: 

^ O.d.D«0.(.f«.. ^ I 1 „ 

H ~ 2.4.4.6.6.8... ~ 2 + ^ 25 

^ 2 + ... 

Wie Brouncker zu diesem Besultat gelangt ist, ist freilich 
nicht genau bekannt^). 

Die Entstehungsweise und das Wesen der Kettenbriiche hat 
Lagrange in dem ersten Zusatz zu Eulers Algebra (Oeuvres, 
T. II, p. 8) so klar auseinander gesetzt, dafs ich es fur zweck- 
mafsig halte, die betreffenden Seiten in wortlicher tTbersetzung 
hier folgen zu lassen: 

^Unter einem Kettenbruch versteht man im allgemeinen 
jeden Ausdruck von der Form 

wo die Grofsen a, jS, y, i, . . . und ft, c, d, . . . positive oder nega- 
tive ganze Zahlen sind. Wir werden hier aber nur solche Ketten- 
briiche betrachten, in welchen jeder der Zahler ft, c, d, ... die 
Einheit ist, welche also die Form 

haben, wo a, /5, y, tf, ... irgend welche positive oder negative 
ganze Zahlen sind; denn nur diese Kettenbriiche sind in der 
Mathematik von erheblichem Nutzen.... 

^Die Kettenbriiche bieten sich uns naturgemafs jedesmal 
dar, wo es sich darum handelt, gebrochene oder irrationale 



^) Broun ckcrs Resultat ist mitgeteilt und herzuleiten versucht von 
John Wallis in dessen Arithmetica Infinitorum (Werke 1696 — 1699i 
I, S.470ff.). 
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Grofsen in Zahlen auszudriicken. Nehmen wir namlich an, wir 
batten den Wert einer beliebigen gegebenen Grofse a anzugeben, 
die nicbt durcb eine ganze Zahl ausgedriickt werden kann, 80 
wird der einfacbste Weg darin bestehen, dafs wir zunachst die- 
jenige ganze Zahl aufsuchen, welche dem Werte von a am nachsten 
liegt, sich also von demselben nur durcb einen Bruch unter- 
scbeidet, der kleiner als 1 ist. Diese ganze Zabl sei a, so ist 
a — a gleicb einem Brucbe, der kleiner als 1 ist, folglich 

eine Zahl, die grofser als 1 ist. Es sei = b. Da 

a — a ° a — a 

b grofser als die Einheit ist, so kann man wieder die ganze 

Zahl bestimmen, welche dem Werte von b am nachsten liegt. 

Wird diese ganze Zahl /J genannt, so ist wieder b — /J gleich 

einem Brucbe, der kleiner als die Einheit, folglich t — o eine 

Zahl, die grofser als 1 ist, und die man mit c bezeichnen kann. 
Um den Wert von c zu ermitteln, hat man nur die demselben 
am nachsten liegende ganze Zahl zu suchen. Wird dieselbe mit 

y bezeichnet , so ist c — y kleiner als 1 , folglich eine 

Grofse d, die grofser als 1 ist, u. s. w. Durcb dieses Verfahren 
mufs man offenbar dem Werte von a nach und nach immer 
naber kommen, und zwar auf die einfacbste und schnellste Weise, 
die moglich ist, da man nur ganze Zahlen anwendet, von denen 
jede dem gesuchten Werte so nabe wie moglich liegt. 
„Da jetzt 

1 



a — a 



= b 



ist, so hat man 



also 



a — a = ^ 



b' 



ebenso folgt aus 



ist, und aus 



1 



b-p 



« = « + r; 



= c, dafs 6 = /8 -I — 



I 



= d, dafs c = y -{- -^ 



'§. 54. Die Kettenbruche u. a. w. 167 

ist, u. 8. w., SO dafs man durch Einsetzung dieser Werte der 
Reihe nach 

, 1 

' c 

L 1 1 



und allgemeiu 



« = «+ 1 1 



erhalt. 

^Es ist gut zu beachten, dafs jede der Zahlen a, /3, y^ ..., 
welche, wie wir eben gesehen haben, die den Grofsen a, 6, c, . . . 
am nachsten liegenden ganzzahligen Werte sind, auf zwei ver- 
schiedene Arten genommen werden kann, da jede gegebene reelle 
Grofse, die nicht selbst eine ganze Zahl ist, zwischen zwei auf- 
einander folgenden ganzen Zahlen liegt, von denen man jede als 
angenaherten Wert jener Grofse wahlen kann. Hinsichtlich des 
sich daraus ergebenden Eettenbruchs besteht aber zwischen den 
beiden Arten, diese I^aherungswerte zu wahlen, ein wesentlicher 
Unterscbied. Nimmt man namlich als Naherungswerte immer 
diejenigen ganzen Zahlen, welche kleiner als die wahren Werte 
sind, so werden die Nenner /3, y, *,... samtlich positiv sein. 
Dieselben werden samtlich negativ sein, wenn man als Naherungs- 
werte immer die ganzen Zahlen nimmt, welche grofser als die 
wahren Werte sind, und sie werden zum Teil positiv, zum Teil 
negativ sein, wenn man bald zu kleine, bald zu grofse Naherungs- 
werte wahlt. 

„Wenn namlich a kleiner als a ist, so ist a — a eine posi- 
tive Grofse; folglich wird b und ebenso auch /3 positiv sein. 
Wenn dagegen a grofser als a ist, so ist a — a negativ; folglich 
werden auch b und fi negativ sein. Ebenso wird b ■— fi positiv 
sein, wenn /3 kleiner als b ist; in diesem Falle werden also auch c 
und y positiv sein. Wenn aber fi grofser als b ist, so ist i — fi 
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eine negative Grofse, so dafs c und folglich auch y negativ sein 
werden; u. s. w. 

^tJbrigens verstehe ich, wenn es sich um negative Grofsen 
handelt, unter kleineren Grofsen diejenigen, welche, positiv ge- 
nommen, die grofseren sein wiirden. Wir werden in der Folge 
zuweilen auch Gelegenheit haben, Grofsen lediglich nach ihrem 
absoluten Werte zu vergleichen; wir werden dann aber nicht 
versaumen, darauf aufmerksam zu machen, dafs man von den 
Vorzeichen absehen soil. 

„Ich mufs noch bemerken, dafs, wenn sich unter den Grofsen 
6, c, d, ... eine befindet, die eine ganze Zalil ist, der Ketten- 
bruch beendet sein wird, weil man diese Grofse selbst in dem- 
selben beibehalten kann. Wenn z. B. c eine ganze Zahl ist, 
so wird 

der Kettenbruch sein, welcher den Wert von a liefert. Es ist 
naralich klar, dafs man y = c nehmen miifste; dies wiirde 

1 1_ 


folglich 



d = 



— = 00 



c — y 
d = 00 



geben, so dafs man 



' 00 



hatte. Die folgenden Glieder werden Null, und da 



— = 

00 



ist, SO erhalt man einfach 



Dieser Fall wird immer eintreten, wenn die Grofse a kom- 
mensurabel, d. h. wenn sie durch einen rationalen Bruch aus- 
gedriickt ist. Wenn a dagegen eine irrationale oder eine trans- 
cendente Grofse ist, so wird der Kettenbruch notwendig ins 
Unendliche fortgehen." 
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§. 55. 

Verwandlung eines rationalen Bruchs in einen 

Kettenbruch. 

„Wir nehmen an, die Grofse a sei ein gemeiner Bruch 
^, wo A und B gegebene ganze Zahlen sind. Die ganze Zahl 

jD 

A 

a, die dem Werte von ^ am nachsten liegt, ist offenbar der 

Quotient der Division von A durch B. Wir setzen voraus, diese 
Division sei auf die gewohnliche Weise ausgefiihrt, und nennen 
den Quotienten a, den Rest C; dann ist 



folgUch 



A _C 

B~'^ — B' 



J B 



„\]m ebenso die ganze Zahl /3 zu erhalten, die dem Werte 

von Yi a™ nachsten liegt, haben wir nur B durch C zu divi- 

dieren und als /3 den Quotienten dieser Division zu nehmen. 
Wird der Rest der Division D genannt, so ist 

* - ^ = C' 

folglich 

C 

„Wir werden also weiter C durch D dividieren; der Quotient 
dieser Division wird der Wert der Zahl y sein, u. s. w. Daraus 
ergiebt sich folgende einfache Regel zur Verwandlung gemeiner 
Briiche in Kettenbriiche: 

^Man dividierejzuerst den Zahler des vorgelegten 
Bruches durch seinen Nenner und nenne den Quo- 
tienten a; darauf dividiere man den Nenner durch 
den Rest und nenne den Quotienten /3. Dann divi- 
diere man den ersten Rest durch den zweiten; der 
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Quotient sei y. So fahre man fort, indem man immer 
den vorletzten Rest durch den letzten dividiert, bis 
man zu einer Division gelangt, die keinen Rest liefert 
Das mufs endlich einmal geschehen, da die Reste 
ganze Zahlen sind, von denen jede folgende kleiner 
als die vorhergehende ist. Man erhalt anf diese Weise 
den Eettenbruch 

der gleich dem gegebenen Bruch sein wird. 

^Es sei aufgegeben, den Bruch -33=- in einen Kettenbruch 

001 

zu verwandeln. Man wird also 1103 durch 887 dividieren, was 

den Quotienten 1 und den Rest 216 giebt. Weiter wird man 

887 durch 216 dividieren und als Quotienten 4, als Rest 23 er- 

halten. Dann wird man 216 durch 23 dividieren, was den 

Quotienten 9 und den Rest 9 giebt. Die Division von 23 durch 

9 liefert sodann den Quotienten 2 und den Rest 5, die Division 

von 9 durch 5 den Quotienten 1 und den Rest 4, die Division 

von 5 durch 4 den Quotienten 1 und den Rest 1, endlich die 

Division von 4 durch 1 den Quotienten 4 und den Rest Null, 

so dafs jetzt die Operation beendet ist. Stellt man nun die ge- 

fundenen Quotienten in der Reihenfolge, wie sie sich ergeben 

haben, zusammen, so erhalt n^an die Reibe 

1, 4, 9, 2, 1, 1, 4, 

und daraus wird man den Kettenbruch bilden: 

887 ^ + 4+i 1 

^ + 2 + - 1 

^ 1 -^ - 1 

;,Da man bei dem gewohn lichen Divisionsverfahren als Quo- 
tienten immer die ganze Zahl nimmt, welche gleich dem vor- 
gelegten Bruche oder kleiner als derselbe ist, so fiihrt die vor- 
hergehende Methode offenbar nur zu solchen Eettenbriichen, 
deren Nenner samtlich positive Zahlen sind. 



§. 55. Yerwandlung eines rationalen Bruchs u. s. w. 171 

^Wenn der Wert des Bruches nicht gleich einer ganzen 
Zahl ist, so kann man als Quotienten auch die ganze Zahl 
nehmen, welche — grofser als dieser Wert — demselben un- 
mittelbar folgt. Zu diesem Zwecke hat man den auf die ge- 
wohnliche Weise gefundenen Quotienten nur um eine Einheit 
zu vergrofsern. Dann wird der Rest negativ sein, und der fol- 
gende Quotient wird ebenfalls negativ sein miissen. So kann 
man die Glieder des Eettenbruchs nach Belieben positiv oder 
negativ machen. 

^In dem vorhergehenden Beispiel kann man als Quotienten 
der Division von 1103 durch 887 statt 1 die Zahl 2 nehmen; 
dann wird man aber den negativen Best — 671 erhalten, und 
durch diesen muTs man jetzt 887 dividieren. Diel Division von 
887 durch — 671 ergiebt den Quotienten — 1 und den Rest 
216, oder den Quotienten — 2 und den Rest — 455. Nehmen 
wir den grofseren Quotienten — 1, dann miissen wir den Rest 

— 671 durch den Rest 216 dividieren und erhalten entweder 
den Quotienten — 3 und den Rest — 23 oder den Quotienten 

— 4 und den Rest 193. Wir setzen die Division fort, indem wir 
den grofseren Quotienten — 3 nehmen. Wir haben dann den 
Rest 216 durch den Rest — 23 zu dividieren, was entweder den 
Quotienten — 9 und den Rest 9 oder den Quotienten — 10 und 
den Rest — 14 liefert, u. s. w. Auf diese Weise erhalten wir 

1103^2+ 1 



887 - I —1-1 K, I 

-^ + ^9 + ..., 

WO, wie man sieht, alle Nenner negativ sind. 

„Man kann iibrigens jeden* negativen Nenner positiv machen, 
indem man das Zeichen des Zahlers andert; man mufs dann 
aber auch das Zeichen des folgenden Zahlers andern; denn es 
leuchtet ein, dafs 

ill 1 1 
ft -A ,1 = C' 1 

7t — |— • • • JT — |- • • • 

ist Sodann kann man, wenn man will, alle Zeichen — aus dem 
Kettenbruch fortscha&n und ihn in einen andern verwandeln, 

« 

dessen Glieder samtlich positiv sind; denn es ist allgemein 



v-| ^ • 1 + 



V— 1 + 
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wie man sich leicht uberzeugt, indem man beide Grofsen in ge- 
meine Briiche yerwandelt. 

„Man konnte durch ein ahnliches Mittel auch negative 
Glieder statt der positiven einfiihren; denn es ist 

I 1 I 1 1 1 



V — 1 -|- • • • 

„Man sieht daraus, dafs man durch solche Transformationen 
zuweilen einen Kettenbruch vereinfachen , ihn in einen andem 
von kleinerer Gliederzahl verwandeln kann, und das ist allemal 
moglich, wenn Nenner gleich der positiven oder negativen Ein- 
heit sind. 

„Ito allgemeinen ist es naralich klar, dafs, wenn man den 
Kettenbruch erhalten will, der sich dem Werte der gegebenen Grofse 
moglichst schnell nahert, man fiir a, /J, y, ... immer die ganzen 
Zahlen wahlen mufs, welche den Grofsen a, 6, c, . . . am nachsten 
liegen, sei es dafs sie grofser oder kleiner als dieselben sind. 
Nun ist es leicht zu sehen, dafs, wenn man z. B. fiir a nicht die 
ganze Zahl wahlt, die der Grofse a nach der einen oder an- 
deren Seite bin am nachsten liegt, die folgende Zahl p gleich 
der Einheit sein mufs; denn dann wird die DiflFerenz a — a 

grofser als ^, folglich 

1 

h = 



a — a 



kleiner als 2 sein; somit wird /3 nur gleich 1 sein konnen. 

„So oft man also in einem Kettenbruch Nenner findet, die 
gleich der Einheit sind, ist das ein Zeichen, dafs man fiir die 
vorhergehenden Nenner nicht die den Grofsen moglichst nahe 
liegenden Zahlen genommen hat, und dafs somit der Kettenbruch 
noch vereinfacht werden kann, indem man diese Nenner um eine 
Einheit vergrofsert oder verkleinert, was sich mittels der vorher- 
gehenden Formeln ausfiihren lafst, ohne dafs es notig ware, die 
Rechnung nochmals ganz anzustellen. 

„Die oben dargelegte Methode kann auch dazu benutzt 
werden, jede irrationale oder transcendente Grofse, wofem man 
sie zuvor als Dezimalbruch ausgedriickt hat, in einen Ketten- 
bruch zu verwandeln. Da aber der Wert in Form eiues Dezi- 
malbruchs nur ein angenaherter sein kann und man die letzte Dezi- 
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malstelle um eine Einheit vergrofsern kann, man also zwei Greuzeu 
erhalt, zwischen denen der wahre Wert der vorgelegten Grofse 
liegen mufs, so wird man, um diese Grenzen nicht zu uberschreiten, 
die Rechnung mit den beiden Briichen, am die es sich handelt, 
anstellen. miissen und in den Kettenbruch nur diejenigen Quo- 
tienten aufnehmen diirfen, die sich aus beiden Operationen er- 
geben." 

Wir werden die Grofsen a, 6, c, ... die vollstandigen, 
die ganzen Zahlen a, /3, y, ... die unvoUstandigen Quotienten 
des Kettenbruchs nennen und diesen selbst der Eiirze wegen zu- 
weilen auch mit (a, fi, y, ...) bezeichnen. Wenn der Wert des 
Kettenbruchs kleiner als 1 ist, so wird a = sein; jeder der 
lolgenden unvoUstandigen Quotienten ist dagegen von Null ver- 
schieden. 

Beispiele: 
L Yei = (2' 3, 1, 1, 5, 4) = (2, 4, - 2, - 5, - 4). 

880 
n. gy = (3, 3, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 2) = (3, 3, 3, - 3, 4, - 3). 

Ill- ^6408^8 = (^^' ^' ^' ^' ^' ^' ^' ^' ^' ^' ^' ^' ^' ^^' ^' ^' ^^• 

(Huygens, Opuscula posthuma. Amsterdam 1728, Bd. II, S. 174.) 

IV. n=3, 1415926535 = (3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, ...). 
24. r -I- 17 

V. ^^^^^^ = (1, 2, 2, 2, 1, X) = (2, - 2, 4, - 2, 2, x). 



§■ 56. , 
Bildung der Naherungsbriiche. 

„Je mehr Glieder eines Kettenbruchs man nimmt, desto 
mehr wird man sich offenbar dem Werte der durch diesen Bruch 
ausgedriickten Grofse nahern. Wenn man somit successive bei 
jedem Gliede des Bruchs inne halt, so wird man eine Reihe von 
Grofsen erhalten, die notwendiger Weise gegen die vorgelegte 
(jrofse bin konvergieren. 

„Hat man also a in den Kettenbruch 
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verwandelt, and bildet man die Grofsen 

P P-r-^'" 

oder auch 



a. 



^ ' /3y+i 



80 liegt jede folgende dem Werte von a naher als die vorher- 
gehende. 

„Um iiber das Bildungsgesetz und die Eonvergenz dieser 
Grofsen besser urteilen zu konnen, bemerken wir, dafs nach §. 54 

ist; daraus geht hervor, dafs « der erste Naherungswert von a 
ist. Nimmt man hierauf den wahren Wert von a, der 

b 

ist, und ersetzt darin b durch seinen angenaherten Wert fi, so 
erhalt man den genaueren Naherungswert 

von a. Ebenso erhalt man einen dritten, noch genaueren Naherungs- 
wert von a, wenn man zuerst fiir b seinen wahren Wert 

c 
setzt, was 

giebt, und darauf fur c den angenaherten Wert y schreibt. Der 
auf diese Weise gefundene Naherungswert von a ist 

/Sy + l 
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„Durch Fortsetzung dieses Schlufsverfahrens wird man sicb 
dem Werte von a noch weiter nahem konnen, indem man in 
den oben gefundenen Ausdruck fur a statt c seinen genauen 

Wert - — ^P — setzt, was 
a 

,,_ [(«^ + i)y + «]d + «^ + i 

giebt, and daraaf fur d seinen angenaherten Wert 8 nimmt. 
Man erhalt so als vierte Annaherung die Grofse 

,_ [(«^ + i)y + «]^ + «i? + i 



U. 8. W." 



Wir woUen in der Folge die unvoUstandigen Quotienten 
einer in einen Kettenbruch verwandelten Grofse a nicbt mehr 
a, j3, y^ ..., sondern a, a^^ 03, ... nennen and die Naberungs- 
briicbe der Beihe nacb mit 



P^ 



9 



«l' (i,' «8' 

bezeichnen. Es ist also nacb den obigen Entwicklungen 
Pi P.^ ««! -{- \ Ph (««i -|- 1)«.2 + « 

und aus diesen Ausdriicken entnebmen wir fiir das Bildungs- 
gesetz der Naberungswerte den folgenden 

Lehrsatz. * Der Zabler [Nenner] des n^ Naberungs- 
bruchs wird gefunden, indem man den Zabler [Nenner] des 
(n— i)ten Naberungsbrucbs mit dem n*®^ unvoUstandigen 
Quotienten multipliziert und zum Produkt den Zabler 
[Nenner] des (n — 2)*®'* Naberungsbrucbs addiert. 

Beweis. Nacb den oben gegebenen Werten ist der Satz 
fur den dritten Naberungsbrucb ricbtig. Wir baben also nur zu 
zeigen, dafs er, wenn wir seine Geltung bis zu einer bestimmten 
Grenze, etwa bis zum n^^ Naberungsbrucb, voraussetzen , aucb 
noch fur den folgenden, den (w -]- 1)*®** Naberungsbrucb, be- 
stehen mufs. 

Wir nebmen also an, es sei 

Pn Pn -- 1 ^n ~ 1 "j" -^w — 2 

Qn Qn — l^n—l + Qn — 2 



i^n + 1 
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and zwar 

Pn = JPn — l^n — 1 -p -Pn — i» 
Qn = $n — l«n — 1 4" ^n — a*j 

dann ergiebt sich, da der folgende NaheruDgsbruch dadurch er- 
halten wird, dafs wir 06„-i durch cfn— i H ersetzen, 

CCn 

_ Pn-i(«n-1«>i + + Pn-2Ctn 
~ Qn-lipCn-iCCn + + Qn-20Cn 

(Pn — l«n-l -|-Pn-2)«w-|-Pn — 1 

also nach unserer Voraussetzung 

Pn +1 Pn ^n "T" Pn — 1 

;^^ • 

Vn + 1 Cn «n 4" Vw — 1 

Der Satz gilt somit fiir den (n -|- 1)**^ Naherungsbruch, wenn 
er fiir den n*"^ richtig ist. Da er nun fur den dritten besteht, 
so mufs er auch fur den vierten, weiter fiir den funften, u. s. w. 
gelten, d. h. er hat allgemeine Geltung. 

Damit sich der Geltungsbereich des Satzes auch auf den 
zweiten Naherungsbruch erstrecke, werden wir den fingierten 
N aher un gsbruch 

als erst en vorausschicken; dann ist namlich 

Pa ^ «a, + 1 ^Pi «i +P o^ 
Q2 «1 Ql «! + ^0 ' 

Die Naherungsbriiche eines Kettenbruchs werden also in 

folgender Weise gefunden: 

Man schreibt die unvoUstandigen Quotienten neben einander 

1 tt 

bin und setzt unter den ersten — , unter den zweiten — • Darauf 

berechnet man der Reihe nach die Zahler [Nenner] der folgenden 
Naherungsbriiche, indem man den Zahler [Nenner] mit dem 
dariiber stehenden Quotienten multipliziert und zum Produkt den 
Zahler [Nenner] des vorhergehenden Bruches addiert. 
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Beispiele (vergl. §. 55). 



I. 



2 


3 


1 


1 


5 


4 




1 



2 

1 


7 
3 


9 
4 


16 
7 


89 
39 


372 
163 



oder 



11. 



oder 



m. 



2 


4 


— 2 


— 5 


— 4 




1 

O 


2 

1 


9 
4 


— 16 

— 7 


89 
39 


— 372 

— 163 



3 


3 


2 


1 


1 


1 


2 


1 


2 




1 


3 


10 


23 


33 


56 


89 


234 


323 


880 


O 


1 


3 


7 


10 


17 


27 


71 


98 


267 



3 


3 


3 


— 3 


4 


— 3 




1 
O 


3 

1 


10 
3 


33 

10 


— 89 

— 27 


323 

— 98 


880 , 
267 



29 


2 


2 


1 


5 


1 


• • • 


1 
O 


29 
1 


59 
2 


147 
5 


206 
7 


1177 
40 


1383 
47 ' * 



IV. 



3 


7 


15 


1 


• •  


1 

6 


3 

1 


22 

• 7 


333 

106 


355 

— • • . 

113' 



We r t b e i m , Zfthlenlehre. 
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1 


2 


2 


2 


1 


X 




1 




1 

T 


3 
2 


7 
5 


17 
12 


24 
17 


24a; + 17 
17a; + 12 



Oder 



2 


— 2 


4 


2 


2 


X 




1 


2 


— 3 


— 10 


17 


24 


24ic -1- 17 





1 


— 2 


— 7 


12 


17 


17a; + 12 



§. 57. 
Eigenschaften der Naherungsbriiche. 

Lehrsatz I. Bezeichnet y^ den n*®*^, '^"^ den vor- 
hergehenden Naherungsbruch, so ist 

Pn^n-l — Pn-l$n = (— l^ 

Beweis. Es ist 

Pn^n — 1 Pn — iCti = (Pn— l<*n — 1 H" Pn — a) ^n 1 

— P„_l((?n-ian-l + ^n-2) 

== Pn — 2 Vn — 1 Pn — 1 V« — 2 

= — (Pfi — 1 $n — 2 Pn — a^n — 1)« 

Auf diese Weise erhalt man die n Gleichungen 

PnQn — l — Pn — iCn =" — (Pn — i^n — 2 Pn— a^n — l), 

Pn — l(?n — 2 Pn — aVn — 1 = (Pn — 2$n — 8 — Pn — 8 $n — 2)? 

• •■•«••«•••«•«•«. •••■•. 

P* Q2 - -Pj Q. = - (P, Qx - P, <?,), 
P, Qi-PiQ2 = - (-Pi <2o - Po <?i), 
Pi <2o - -Po <?i = - 1, 

und durch Multiplikation derselben ergiebt sich bei Weghebang 
der auf beiden Seiten Torhandenen gleichen Faktoren 

PnQn-X — Pn-lQn = (— !)"• 
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Zusatz L Jeder Naherungsbruch eines Ketten- 
bruchs ist irreduzibel. 

Beweis. Pn und Qn konnen keinen gemeinschaftlichen 
Divisor haben, da ein solcher nach der vorhergehenden Formel 
a^iach in ( — 1)", also in 1 aufgehen miifste. 

Zusatz n. Die Differenz zweier aufeinander lol- 
genden Naherungsbruche ist ein Bruch, dessen Zahler 
die positive oder negative Einheit und dessen Nenner 
das P.rodukt der Nenner der beiden Naherungs- 
"brii che ist. 

Beweis. Es ist 

Pn _ Pn-1 ^ PnQn-1 - Pn- lQn ^ (- 1)" 
Qn Qn-1 QnQn-1 ~ QnQn-1 

Lehrsatz n. Der Wert einer, in einen Kettenbruch 
entv^ickelten Grofse a liegt zwischen zwei aufein- 
ander folgenden Naherungsbriichen und zwar naher 
dem folgenden als dem vorhergehenden. 

Beweis. Der die Grofse a darstellende Kettenbruch habe 
einen voUstandigen Quotienten a„; der entsprechende unvoU- 
standige Quotient, d. i. die grofste in an enthaltene ganze Zahl, 
sei an- Dann ist 

Pn +1 Pn^n "h Pn — 1 



und 



daraus ergiebt sich 



Vn + 1 Qn^n ^ Qn — \ 

Pn(^n ~r Pn — l , 

~~ Qnttn -\- Qn-l' 



Pn Pn Pn(^n ~|~ Pn — l Pn Qn—1 — P n — 1 Qn 

Qn ~ Qn Qn^n + Qn-l "" QniQnttn + Qn-l) 

(- 1)'* 



a 



Qn{Qnan+ Qn-l) 

Ebenso erhalt man 

Pn-l ^ {PnQn-1 — Pn-lQn) an ^ _ (^ l)^fln 

Qn-l Qn-l{Qnan + Qn-l) Qn-iiQn^n-^- Qn-l) 

Da somit die beiden Differenzen 

^ — a und a ~ ^^ 

sin Qn—1 

12* 
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dasselbe Vorzeichen haben, so liegt a zwischen den Nflherungs- 

P P — 

briichen ^p und " ^ • Da ferner «» > 1 und zugleich Qn>^Qn — i 

ist, 80 ist der absolute Wert der ersten Differenz kleiner als der 

P P _ 

der zweiten, d. h. a liegt naher an -^p als an " ^ 



Qn Qn^ 



1 





Nun ist 




p« 1 

Vo 




«, 




also 


> 


a und 




J , also < 


«; i 
Pb 


Folg' 
< 


a 


sein, 


u. 


s. w. 


Die Briiche 
















Po Pa 


P. 


• • 


• 



<2o' Ga' <3«' 
bilden somit eine fallende, die Briiche 

ii El 

eine steigende Reihe; beide Reihen nahern sich, je weiter man 
sie fortsetzt, immer mehr dem Werte von a, ohne denselben 
uberschreiten zu konnen. 

Zusatz I. Die Differenz zwischen einer Grofse a und 

P _ 

ihrem Naherungsbruch --^ — ^ ist dem absoluten Werte 

Qn — l 

nach grofser als 

1 



Qn-liQn-^Qn-l) 

und kleiner als 

1 

Qn — lQn 
1 



also urn so mehr kleiner als 



a — 



Beweis. Es ist 

Pn-l _ (- lyan (- IV 



^„_1 ^n-l((>n«n+ Qn-l) r\ fn I Cn-l 



^-(^"+^0 
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Da nun 1 < «n <C <» ist, bo mufs die Dififerenz 

Pn-l 



a — 



Qn-l 

zwischen 

(-^)" und (-^) 



liegen. Der letztere, d. i. der obere Grenzwert, wird aber noch 
vergrofsert, indem man seinen Nenner verkleinert, und das ge- 
schieht, wenn Qn durch Qn—i ersetzt wird. 

Znsatz n. Es lafst sich immer ein INaherungsbruch 

j> 

y^ — - der irrationalen Grofse a von der Beschaffenheit 

Vn — 1 

angeben, dafs die Differenz 

kleiner als eine beliebig gegebene Grofse a seL 

Beweis. Die Differenz « 

ist kleiner als 

(- D" 

sie wird daher <[ « sein, wenn 

1 



also 



<«, 



d. h. _ 

ist, und da die Nenner der Naherungsbriiche eine steigende 
Reihe bilden, so lafst sich dieser Bedingung immer geniigen. 

Lehrsatz DDE. Wenn der Wert eines irreduzibelen 

A 
Bruches -^^ zwischen zwei aufeinander folgenden 

Naherungsbriichen J* ^ und ^ Hegt, so ist sein 
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Nenner grofser als der Nenner jedes der beiden 
Naherungsbriiche. 

Beweis. Es ist entweder 

■t^n — l .^^^ -^ .^^ ^n 

Qn-1 ^ B ^ Qn 

Oder 

■t^n — \ ^ _ ^ 2J1 , 

In dem einen wie in^dein andem Falle haben die Differenzen 

■Ln — l j^ -t^n — l -Ln 

dasselbe Vorzeichen, and der absolute Wert der ersten Differenz 
ist kleiner als der der zweiten, also, wenn wir den . absoluten 
Wert einer Grofse dadurch ausdriicken, daTs wir dieselbe in 
eine eckige Klammer setzen, 

L(;>„-i b\ ^ L<2»-i Qnl 

Hieraus folgt nach §. 57, Lehrsatz I 

[- ■B.P»_i — A.Qn-{ \ r 1 I 

L B.Q„-^ i'^lQn-lQn] 

und weiter 

B 



[£.P«_i-^. (?„_.] < [^] 



Die linke Seite dieser Ungleichung ist eine der Voraus- 
setzung nach von Null verschiedene ganze Zahl; folglich mufs 
^ > ^n und um so mehr B ^ Qn-i sein. 



• • §. 58. 

Eingeschaltete Naherungsbriiche. 

Es seien 

-Ln — l J -^n-fl 

Vn — 1 Vn + 1 

zwei aufeinander folgende Glieder einer der beiden Reihen, in 
welche sich nach §. 57, Lehrsatz II die Naherungsbriiche eines 
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Kettenbruchs teilen lassen. Beide Glieder konnen durch den 
Ausdruck 

kQn-\- Qn-^1 

dargestellt werden, und zwar entspricht dem Werte k =/0 der 
Bruch ?^, dem Werte fc = «„ der Bruch ^^"^"^^^"\ d.i. 

nach §. 56 -tt^^* Wenn der unvoUstandige Quotient a„ > 1 

Vn+l 

ist, so konnen wir der unbestimmten Zahl k aufser und un 
auch noch die Werte 

1, 2, o, . . ., a„ — 1 

beilegen; dadurch erhalten wir «» — 1 zwischen 

^n — l 1 i^n + 1 

Qn—1 ^n+li 

liegende neue Briiche, welche eingeschaltete Naherungs- 
briiche genannt werden. 

Wir haben in §. 57 gesehen, dafs die Naherungsbriiche 
gerader Ordnung 

^ L i* 

eine fallende, diejenigen ungerader Ordnung 

eine steigende Reihe bilden, und dafs beide Reihen sich dem 
Werte der in den Kettenbruch entwickelten Grofse a unbegrenzt 
nahem. Man kann nun jede dieser Reihen yervoUstandigen, in- 
deni man zwischen je zwei aufeinander folgende Glieder die 
neuen Briiche in der Weise einschaltet, dafs ihre Nenner eine 
Reihe wachsender Zahlen bildeu. Von diesen vervoUstandigten 
Reihen lafst sich dann beweisen: 

1) Dafs die Differenz zweier aufeinander folgenden Glieder 
dem absoluten Werte nach gleich der Einheit, dividiert durch 
das Produkt der beiden Nenner ist. 

2) Dafs jede Reihe, die eine zu-, die andere abnehmend, zu 
dem Werte des Kettenbruchs hin konvergiert. 

3) Dafs, wenn ein Brueh -^ zwischen zwei aufeinander folgenden 
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Gliedem einer der beiden Reihen liegt, sein Nenner B grdljBer 
als der Nenner jedes der ihn einschliefsenden Briiche ist. 

Die Beweise dieser Satze iibergehe ich, da sie den Beweisen 
der fiir die eigentlichen Naherungsbriiche geltenden entsprechen- 
den Satze ganz abnlich sind Der Deutlicbkeit balber lasse ich 
zwei Beispiele folgen: 

I. Beispiel. 



1216 
531 

Naherungsbriiche : 



= (2, 3, 2, 4, 3, 5). 



2 


3 


2 


4 


3 


5 




1 



2 

1 


7 

_ 

3 


16 

7 


71 
31 


229 
100 


1216 
531 



A. Die fallende Reihe ist 



1 7 71 
0' 3' 31' 



1216 
531 



Zwischen 



1 ,77 J 71 71 , 1216 
-und-, gund-, 3i"nd^3^ 



liegen beziebungsweise die unvollstandigen Quotienten 3, 4, 5. 
In das erste Interyall lassen sicb also zwei Briiche einschalten, 
namlich die Werte, welche der Ausdruck 



^^ + ^ fur A; = 1, 2 



annimmt, d. i. 



3 ,5 

r "^^ 2 



In das zweite Intervall kommen drei Briiche, namlich die Werte, 
welche der Ausdruck 



annimmt, d. i. 



lgfe + 7 fiir fc - 1 2 3 



23 39 55 
10' 17' 24 
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In das dritte Intervall kommen vier Briiche, namlich die Werte, 
'welche der Ausdruck 

annimmt, d. i. 

300 529 758 987 
131 ' 231 ' 331 ' 431 * 

Die fallende Reihe wird somit 

/^2l\ i ^ /^1\ ?? ^ 55 (11^ ^ 529 758 987 /1216\ 
VOy' I' 2 ' W' To' l7' 24' V3T/' 131 ' 231 ' 331 ' 43r \ 531 /' 

darin sind die urspriinglichen Naherungsbriiche zum Unterschiede 
von den eingeschalteten in Klammern gesetzt. Ebenso geht 

B. die steigende Reihe 

2 16 229 

1 ' 7 ' 100 
iiber in 

, \lA 4' \7 )' 38' 69 ' VlOO/ 
11. Beispiel. 

^ = (3, 5, 7, 1, 3, 2, 4). 

Die beiden Reihen werden 

A xrii A^ /1\ ^ 7 10 13 /16\ /131\ 639 /1147\ 
A. (fallend): y, 3-, -, ^, -, (^-), (^— j, --, ^-^-j. 



B. (steigenaj: ^^-^, — , — , ^g, 2^, — , — , \^-^j, 



19 35 51 67 83 99 /115\ 246 377 

77' 118' 



/508\ 1655 2802 3949 /5096\ 
518 ' 877 ' 1236' 1,1595/ 



/508\ 
Vl59y' 



§. 59. 
Umkehrung der Kettenbruche. 

Es sei 



so ist nach §. 56 



"q W ^^ ^J1 ' ' "i Ct»_ij, 
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Pn— 1 = Wn — 2-^n— 2 "T" -^n — Si 



P, = «, P, + Po, 

p, =«, 

Po= 1. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich 

= a„_i -f- 



P„-i 



Pn— 1 
Pn — 2 



= a„_2 + 



(p!-J 
1 

/Pn-a\' 

vPn-.y 



P 
P, 



» = «,+ 



m 



p» 



I 



Pi - "i + /Pi\' 



(t) 



Po 



= a. 



Es ist also 



-t^n— 1 



= (f^n—lt ^n — 2'i . . ., Oa* ^H ^)» 



d. h. die Umkehrung eines Kettenbruchs ist gleich dem Zahler 
des letzten, dividiert durch den Zahler des vorletzten Naherungs- 
bruchs. 

Ebenso folgt aus den Gleichungen 

Q = <*n — 1 Vn — 1 "f- Qn — 2^ 

Qn — 1 = f^n — 2Qn — 2 -\- Qn — Si 



da 

ist, 



Qb 

Q2 



«2 Q2 + Q\^ 



(2i = l, (?o = 
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SyxnmetriBche Kettenbriiche. 
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Q 



Qn- 



\<^n — U <^n — 2t ' ' ", <*2? ^l)» 



d. h. wenn man den ersten unvoUstandigen Quotienten eines 
Kettenbruchs weglafst und die iibrigen in umgekehrter Beihen- 
folge nimmt, so ist der entstandene Kettenbruch gleich dem 
Nenner des letzten, dividiert durch den Nenner des yorletzten 
Naheningsbruchs des urspriinglichen Kettenbruchs. 
Beispiel. 

^'^ = (2, 3, 1, 4). 



19 



Naherungsbriiche : 



2 


3 


1 


4 




1 


2 


7 


9 


43 





1 


S 


4 


19 



43 
9 



= (4, 1,,3, 2), 



19 

'f = (4, 1, 3). 



§. 60. 
Symmetrische Kettenbriiche. 

Ein Kettenbruch heifst symmetrisch, wenn in der Reihe der 
unvoUstandigen Quotienten die von den Enden gleich weit ent- 
fernten Glieder einander gleich sind. Es sind also 

(a, «!, . . ., afc— 1, ccjc, ocjey Wk— i, . . ., a^ a), 
(a, «!, . . ., «*_!, afc, ajk — 1, . . ., Oj, a) 

symmetrische Kettenbriiche; der erstere enthalt 2fc -f- 2, der 
letztere 2A; -f- 1 unvoUstandige Quotienten; beim ersten ist jeder 
Quotient zweimal vorhanden, beim zweiten der mittlere Quotient 
(Ofc) nur einmal. 

Beispiele: 

^""' =(2,3,1,5,5,1,3,2), 



1282 

531 
235 



= (2, 3, 1, 5, 1, 3, 2). 
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P 

Lehrsatz L Wenn ein rationaler Bruch -^, der 

grofser als die Einheit ist, sich in einen symmetri- 
schen Kettenbruch verwandeln lafst, so ist Q^ -f- 1 
Oder Q^ — 1 durch P teilbar, je nachdem die Anzahl 
der unyollstandigen Quotienten gerade oder un- 
gerade ist. 

Beweis. Es sei 



-— • — [U^ ai, 0,2^ . . ., Un — i)f 



so ist nach §. 59 



P— ^ = ^ttn — 1, OCn — 2» • • .? 0^11 (^h 
n— 1 

und da beide Kettenbriiche identisch sein soUen, so mufs 

P P 

77 = p . also Q = Pn-i 

sein. Fiir diesen Wert von Pn—i geht die Formel 
des §. 57 iiber in 

PQ,^^ -Q2 = (-^ l)n 



£s ist also 



_ (g« H- (- 0" 

Vn — 1 — p 1 



und da §„— i eine ganze Zahl ist, so mufs P in Q^ -\- ( — 1)*» 
aufgehen, d. h. es ist Q^ -{- I oder Q^ — I durch P teilbar, je 
nachdem n gerade oder ungerade ist. 

Beispiele (siehe oben): 

12322 -f- 1 = 1517825 = 545.2785, 
2352 — 1 = 55 224 = 14.531. 

Lehrsatz n. (Umkehrung). Wenn ^^ -|- i durch P teil- 

P 

bar ist, so liefert die Entwicklung von -^r einen svm- 

Q ^ 

metrischen Kettenbruch. 

Beweis. Da man den letzten unvoUstandigen Quotienten 
Kn-i eines Kettenbruchs notigen Falls durch 
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K_, - 1) + [ 

ersetzen kann, so sind wir imstande, die Anzahl der Quotienten 

nach Belieben zu einer geraden oder ungeraden zu machen. Wir 

p 

entwickeln nun -^ in einen Kettenbruch, dessen Quotientenzabl 

t* gerade oder ungerade ist, je nachdem P in ^* -|- 1 oder in 
Q^ — 1 aufgeht; dann ist 

Q' + (- 1)- 
P 

eine ganze Zahl, die wir R nennen woUen, also 

RP= (2» + (_l)n. 
p _ 

Ferner ist, wenn -^ — - den vorletzten Naherungsbruch be- 
zeichnet, 

PQn-l — Pn-lQ = i-ir, 

und aus diesen beiden Gieichungen folgt 

P(R-Qn-^) = Q{Q-Pn-l\ 

Die linke Seite dieser Gleichung ist durch P teilbar, folglich 
muTs es auch die rechte sein, und da Q prim zu P ist, so muTs 
JP in Q — Pn-i aufgehen. Diese Differenz ist aber kleiner als 

P; sie ist daher gleich Null, d. h. es ist ^ == P„_i. Dann ist 

p 
aber der Eettenbruch, den die Entwicklung von -^ liefert, mit 

p 

demjenigen, welcher t= darstellt, d. i. mit seiner Umkehrung, 

identisch; er ist folglich symmetrisch. 



§. 61. 
Zerfallung von Zahlen in zw«i Quadrate. 

Lehrsatz L Wenn die Naherungsbriiche des sym- 
metrischen Kettenbruchs von gerader Quotientenzabl 

(a, «!, . . ., a„_i, a„_i, . . ., «!, a) 
mit 

_JL "l -* a P^n — l Pin 

Qo Ql Q2 §2n-l V2n 
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bezeichnet werden, so ist 

P^„ = Pi-\-Pi.^ und (?a.-i = «2 + <2»-i- 
Beweis. Es ist 

P« 



Qn 



= (a, ai, . . ., «»— 2i Wn-i) 



und nach §. 59 



also 



Pn 



Pn-1 



P 

Nun verwandelt sich 



= (cCn — i', «n — 2? • • o ^1? ^)i 



= (0, a„_i, CCn-2'> . . M «ln «)• 



Cn §2n 



wenn man a^— i durch 

(a„_i, a„_i, o(n— 2i • • -^ ^9 ^)» 



d. i. durch 



Wn-l + 



Pn-l 
Pn 



ersetzt. Die Formel 

Pn Pn — l^n — 1 ~f~ Pn — 2 

Qn Cn — l«n — 1 ""h ^n — 2 

liefert also 

Pn-l^ 



an 



Q 



2n 



Pn-l («„-! + ^) + Pn 



Pn — 1 -j~ Pn(Pn — iCtn — l "f" Pn — 2) 

Pn(vn — l06n — 1 -f" Qn — i) H" Pn — lQn—l ' 

und daher ist nach §. 56 

P?n Pn ~r Pn — 1 

Qin PnQn -\- Pn — lQn — 1 

Ebenso ist weiter nach §. 59 



(1) 



Qn 



folglich 



7^ (f^n — U ^n— a^ • • ••) ^2i ^\)i 

Vn — 1 
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— 7] (0, «♦! — li W» — 2i • • '1 «2) ^h 



und da sich 



Qn V2n — 1 



verwandelt, wenn man On— i durch 



d. i. durch 






ersetzt, so erhalten wir 

P„_i («„_i + -^j + P„_ 



■Pzn — l 



Es ist also nach §. 56 

,fy>. ^2n — l ^n Qn "T" -^n — lQn — 1 ^ 

Q2n — 1 Qn -J- Qn — 1 

Die linken Seiten der Formeln (1) und (2) sind irreduzibele 
Briiche; was die rechten betriflFt, so ist 

PniPnQn + Pn-lQn-l) — Qn{Pl + P2-l) = 
Pn-i(PnC„-l — Pn-lQn) = (- l)»Pn-l 

und 

Pn {Ql + Ql-l) - Qn (PnQn + Pn^lQn-l) = 
Qn-i(PnQn-l — Pn-lQn) = (— U" ^n-L 

Ein gemeinschaftlicher Divisor des Zahlers und des Nenners 
der rechten Seite von (1) miifste also auch in P»_i aufgehen; der- 

selbe ware demnach ein gemeinschaftlicher Divisor von P^ und 

p 
P^_-i, wahrend nach §. 57 der Bruch p ** irreduzibel ist. So- 

mit ist auch die rechte Seite von (1) irreduzibel. Da femer ein 
gemeinschaftlicher Divisor des Zahlers und des Nenners der 
rechten Seite von (2) in Qn—it also auch in Qn aufgehen miifste, 

wahrend doch ^, ein irreduzibeler Bruch ist, so mufs auch die 

Qn-l 
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rechte Seite von (2) irreduzibel sein. Es ist somit 

P2n == Pn -J- Pn — lt Vin — 1 = Qn -\- Qn 

Beispiel: 

9.7ft.^ 

= (2, 3, 1, 5, 5, 1, 3, 2). 



— !• 



1232 
Naherungsbriiche : 



2 


3 


1 


5 


5 


1 


3 


2 




1 



2 
1 


7 
3 


9 
4 


52 
23 


269 
119 


321 
142 


1232 

546. 


2785 
1232 



2785 = 522 _j_ 98^ 545 — 23^ + 42. 

Lehrsatz II. Wenn eine ganze Zahl N in die Summe 
zweier Quadrate aufgeht, die prim zu einander sind, 
so ist sie selbst die Summe zweier Quadrate. 

B e w e i 8. Die Zahl N soil in R^ -\- S^ aufgehen, wo U > 5 

und prim zu S vorausgesetzt wird. Wenn wir dann -^ in einen 

Kettenbruch entwickeln und den vorletzten Naherungsbruch des- 

selben — nennen, so ist 
s 

Rs — rS = ±1. 

Da nun ^ in jB^ -J- S^ aufgeht, so mufs auch 

(Jj2 + S2)(y.2_j_s2) = (Jiy-|_Ss)2.f (Es — rS)2 = (Br + /Ss)2 4-l 

durch N teilbar sein. N geht dann auch in 

(i?r+ Ss — kNy-{-l 

auf, wo h jede ganze Zahl sein kann. 
Wir verfiigen jetzt iiber Ic so, dafs 

Rr ^ Ss — kN<: N 

werde; dann haben wir eine Zahl Rr -\- Ss — kN^ die der 

Kiirze wegen Q genannt werden moge, die kleiner als N und so 

beschafferi ist, dafs ^ in Q^ -^ I aufgeht. 

N 
Wenn wir daher yr in einen Kettenbruch von gerader Quo- 

V 

tientenzahl entwickeln, so wird derselbe symmetrisch sein. 
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Zerf&llang ron Zahlen in zwei Quadrate. 
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Nehmen wir 



-7T V^» ^> ''o f^n—U ^n — lt •••» ^n ^J 



aD, 80 ist nach dem vorigen Satze 

F,n. d. i. N=Pi-{-Pi-,. 

Zusatz. Jede Primzahl von der Form 4n -[- 1 lafst 
sich in zwei Quadrate zerfallen. 

Beweis. Nach dem Zusatz zum Wilsonschen Satze (§. 48) 
ist, wenn _p = 4 n -f- 1 ist, (1 . 2 . 3 . . . 2 n)^ -f- 1 durch p teilbar; 
folglich ist in diesem Falle p die Summe zweier Quadrate. 

Aufgabe 1. Die Summe zweier Quadrate, die prim zu ein- 
ander sind, zu finden, ohne die Quadrate selbst zu berecbnen. 

L 6 sung. Es soil a' -f" ^^i ^^ a > 6 und prim zu b ist, 

berechnet werden. Man entwickle -r in einen Kettenbruch. Wenn 

o 

— = (^a, ttj, ..., a„_i; 
und T^^ der Wert des symmetrischen Kettenbruchs 



^ 



2n 



ist, 80 hat man 

a2 + fe2 = p^^. 

Beispiel. Es soil die Summe 19^ -f- 48^ bestimmt werden. 

48 

jI = (2, 1, 1, 9). 



9 


1 


1 


2 ' 2 

1 


1 


1 


9 




1 


9 


10 


19 


48 


115 


163 


278 


2665. 



Es ist somit 192 + 48^ = 2665. 

Aufgabe II. Eine Zahl ^, die in der Summe jR^ -f- Sa 
aufgeht, wo 2? > 5 und prim zu S ist, in zwei Quadrate zu 
zerfallen. 

Losung. Man entwickle -^ in einen Kettenbruch, nehme den 
vorletzten Naherungsbruch - desselben und bilde die Zahl JBr + jSs. 



Wertheim, Zahlenlehre. 



13 
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Der kleinste positive Rest dieser Zahl fur den Modul N sei Q,, 

N 
dann geht N in Q^ -{- 1 auf. Wenn wir si-lso -yr in einen Ketten- 

V 

bruch entwickeln, so wird derselbe syinmetrisch sein und eine 

gerade Anzahl Quotienten enthalten. Es sei 



N 

Q 






dann ist 



Beispiel. 



133+ 1242 = 5.3109. 

124 

^ = (9, 1, 1, 6). 



9 


1 


1 


6 




1 



9 

1 


10 
1 


19 
2 


124 
13 



Q= 124.19 + IS. 2 = 2382. 
3109 



2382 



= (1, 3, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 3, 1). 



1 


3 


3 


1 


1 


1 




1 


1 


4 


13 


17 


30 


47. 



3109 = 47* + 30'^. 

Aufgabe III. Die Primzahl p = 4w -)- 1 in zwei Quadrate 
zu zerfallen. 

Losung. Man ermittle eine Wurzel der Kongruenz 

x^ ^ — 1 (mod. p), 

deren Losung uns in §. 79 und 121 beschaftigen wird. Ist q 
eine solche Wurzel, so ist q^ -\- I durch p teilbar, die Aufgabe 
also auf die vorhergehende zuruckgefuhrt. 

Beispiel. Es soil 1973 in zwei Quadrate zerfallt werden. 
Die Kongruenz 

x^ = — I (mod. 1973) 
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hat die Wurzeln ± 259. Weiter ist 

1973 



259 



= (7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 7), 



7 


1 


1 


1 


1 




1 


7- 


8 


15 


23 


38, 



1973 = 382 _^ 232. 

Aufgabe IV. Mittels der Zerfallung 

p = a2 -f fea 

wo a > 6 (und prim zu b) ist, eine Wurzel der Kongruenz 

x^ ^ — 1 (mod. p) 



zu finden. 



a. 



1. Losung. Man entwickle -r' in einen Kettenbruch und 

bilde dessen Naherungsbriiche. Wenn der vorletzte derselben 

■p ist, so ist nach den im Beweise des Lehrsatzes II gegebenen 

Entwicklungen (a a' + bVy -\- 1 durch p teilbar, also aa' -f- 66' 
eine Wurzel der Kongruenz x^ ^ — 1 (mod. p) [Euler, Com- 
mentationes arithm« coll. I, S. 359]. 

2. Losung. Man entwickle -r in einen Kettenbruch, 

a , . 

und berechne die Zahler der Naherungsbriiche des symmetrischen 
Kettenbruchs 

(a, OCj, . . ., OCn — i't OCn — li • • •? ^li ^)» 

Der vorletzte dieser Zahler ist eine Wurzel der Kongruenz 

x^ ^ — I (mod. p). 
Beispiel. Mittels der Zerfallung 

433 = 172 _^ 122 
die Kongruenz 

a;2 = — 1 (mod. 433) 
zu losen. 

13* 
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1. 


Losui 


Ig- 


















11 - (1, 2, 2, 2). 






1 


2 


2 


2 






1 



1 
1 


3 
2 


7 
5 


17 
12' 




X = 


- 7.17 + 5.12 — 179. 






2. Losung. 






• 


2 


2 


2 


1 


1 


2 


2 


2 




1 


2 


5 


12 


17 


29 


75 


179 


433, 



X = 179. 

Anmerkung. Euler giebt 1. c. S. 362 flF. fur die unter 
2000 liegenden Primzahlen p = 4 n -|- 1 die Zerfallung in zwei 
Quadrate und die Wurzeln der Kongruenz 

ip2 ^ — 1 (mod. p). 



§. 62. 

Auflosung der Kongruenz ersten Grades mit einer 
Unbekannten (Lagrange, Oeuvres II, S. 696 u. VII, S. 89). 

Um die Kongruenz 

ax "^h (mod. m), 

d. i. die unbestimmte Gleichung 

ax — my = h 

zu losen, entwickeln wir — in einen Kettenbruch von gerader 

Oder ungerader Quotientenzahl, je nachdem b eine positive oder 
negative Zahl ist. Der letzte Naherungsbruch des Kettenbruche 

ist — , der vorletzte sei -: dann ist 
m ft 



aiL 



am 



±h 
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und zwar bat bier die recbte Seite dasselbe Vorzeichen wie die 
Zahl b in der Torgelegten Kongruenz. Es ergiebt sich also durcb 
Multiplikation mit dem absoluten Werte von b 

a ft [6] — «i»[6] = b; 
somit ist 

X = f*[6], y = a[6] 

eine Losung der unbestimmten Oleicbung and 

X ^ f* [6] (mod. w) 

die Losung der vorgelegten Kongruenz. 

Anmerkung. Mit diesem Verfahren stimmt im wesent- 
lichen die Zerstaubungsmethode der Inder iiberein. Siehe 
Colebrooke, S. 156. Vergl. auch Cantor, Vorlesungen iiber 
Geschichte der Mathematik, Bd. I, S. 588 ff. 

Beispiele: 

I. 7a: = + 2 (mod. 11). 

^ = (0, 1, 1, 1, 2, 1). 






1 


1 


1 


2 


1 




1 





1 


1 


2 


5 


7 





1 


1 


2 


3 


8 


11 



7. 8 — 11. 5 = + 1, 
7.16 — 11.10 == + 2, 
x= 16 = 5 (mod. 11). 

II. 7ir = — 2 (mod. 11). 
^ = (0, 1, 1, 1, 3). 






1 


1 


1 


3 




1 





1 


1 


2 


7 





1 


1 


2 


3 


11 



7 


.3 


11.2 = 


• 


1, 


7 


6 


11.4 - 




2, 




X — 


6 (mod. 


11). 
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III. Wenn man das Fiinffache einer Zahl durch 63 dividiert, 
so erhalt man den Rest 7. Welche Zahl ist es? (Bhascara, 
Colebrooke, S. 169.) 

5^ = 7 (mod. 63), 

A = (0, 12, 1, 1, U 1). 






12 


1 


1 


1 


1 




1 





1 


1 

12 


1 
13 


2 
25 


3 
38 


5 
68 



5.38 — 63.3 = 1, 
5.(38.7) — 63.(3.7) = 7, 
a; = 266 = 14 (mod. 63). 



§. 63. 

Irrationale Grofsen, deren Entwicklungen in Ketten- 
briiche zu einem und demselben vollstandigen Quo- 

tienten fiihren. 

Lehrsatz L Wenn die Entwicklungen zweier irra- 

tionalen Grofsen a:, d in Kettenbriiche zu demselben 

vollstandigen Quotienten y fiihren, so besteht die 

Gleichung 

, ax -{- b 

c X -{- cf 

wo a, b, c, d ganze Zahlen sind, die der Bedingung 

ad — 6c ^ + 1 
geniigen. 

Be we is. Wir nehmen an, es sei 



= («i «11 «2^ •••1 «fc — 1 + -jjt 

' = (cc\ cc\, a\, ..., «;„_! + -V 



und bezeichnen die Naherungsbriiche von x mit -^, diejenigen 
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von a/ mit yp, dann ist 

^y + ^-1 ' '^''^ '''^ ^ - Qicx-P, ' 

Durch Gleichsetzung beider Werte von y und leichte Ver- 
einfacbangen ergiebt sich dann 

y_ (P«fe-l-Pm-lft)a; + (P|fcP;n-l-Pfc-lP;,) 

oder, wenn 

-Pm ^k — 1 -Pm — 1 ^fc = «? 

Pk Pm — 1 Pfc — 1 Pm = ^1 

Qjc--lQm — QTcQm^l = C, 

gesetzt wird, 



af' = 



a re -f- ft 



Weiter erhalt man durch wirkliche Ausrechnung 

ad — hc = (PicQu^i — Pk_i(2k)(Pm <?;-.! - Pm~l<2m) = 

(— ly(— 1)"* = ± 1. 

Lehrsatz IE. (Umkehrung.) Wenn zwei irrationale 
Grofsen a;, a/ der Gleichung 

. o^+ft 
ex -\- a 

geniigen, wo a, ft, c, (2 ganze Zahlen sind, fiir welche 

ad — ftc = + 1 

ist, so haben die Kettenbriiche, in welche sich x und 
«' entwickeln lassen, einen vollstandigen Quotienten 
y gemeinschaftlich. 

Be w els. Es sei wieder 



= («» «i? ^2, ..., afc — i -f- -j, 



a: 

also 

P*y_+P*_,. 

<2*y+ <?*-i' 
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dann ergiebt sich 

Oder, wenn 

aPic -\-bQ^ = A, aP^-i-}-bQ„-i = B, 
cP„-\-dQu= a cPj,-r-\-dQi,-i = D 

gesetzt wird, 

^ — Cy + />• 
und es ist 

AD — BC= {ad — bc){PuQ^^^ — Pu^^Qh) = ± 1. 

A 

Entwickelt man jetzt -^ in einen Kettenbruch und bezeichnet 

7?' 
den vorletzten Naherungsbruqh desselben mit ^, so ist 

AD' — WC = ±\, 

und da wir die Anzahl der Quotienten des Kettenbruchs nach 
Belieben gerade oder ungerade machen konnen, so diirfen wir 

AD — BC= Aiy — B'C 

voraussetzen. Daraus folgt 

A{D — D') = C{B — B'). 

Nun erkennt man leicht, dais A prim zu C ist; ein gemein- 

schaftlicher Divisor beider Zahlen miifste namlich wegen der 

Gleichung 

AD — BC = + \ 

auch in 1 aufgehen. Weiter lehren die Formeln, welche -4, £» 
C, B definieren, dafs A^ B^ also umsomehr A^ B ist. A 
kann also in G{B — B') nur aufgehen, wenn B . — B' = ist. 
Es ist somit B = B'\ ebenso ist D = 2>', also 

._ Ay^B 
^ — Cy + D" 

d. h. y ist ein voUstandiger Quotient von x' wie von x. 

§. 64. 
Periodische Kettenbriiche. 

Ein unendlicher Kettenbruch heifst periodisch, wenn die voU- 
standigen, also auch die unvoUstandigen Quotienten von einerStelle 
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an in unveranderter Folge wiederkehren. Die sich in dieser 
Weise wiederholenden Quotienten bilden die Periode des Ketten- 
bruchs. Die Periode kann ein- und mehrgliedrig sein. Wenn 
dieselbe gleich mit dem ersten Quotienten beginnt, so beifst der 
Kettenbruch rein periodisch ; wenn ein oder mehrere Glieder der 
Periode vorangehen, so wird der Kettenbruch unrein periodisch 
genannt Wir werden in der Folge die Periode durch einen 
dariiber gesetzten Strich kenntlich machen. 

Beispiele. I. Der Kettenbruch 



X = (1, 2, 1, 2, . . .) 

ist rein periodisch; die Periode besteht aus zwei Quotienten. 
Dm einen geschlossenen Ausdruck fiir x zu erhalten, beachten 
wir, dafs 

' X 



ist, bilden also die Naherungsbriiche des Kettenbruchs (1, 2, x). 
Es ergiebt sich 



1 


2 


X 




1 




1 
1 


3 
2 


Sx -\- 1 
2x + 1 



Somit ist 

_ 3a:+ 1 

~ 2:c + 1' 

d. h. X ist eine Wurzel der Gleichung 



X 



2a:2— 2a; = 1. 



II. Der Kettenbruch 



X = (3, 7, 4. 7, . . .) 

ist unrein periodisch, da der Periode 7, 4 der Quotient 3 voran- 
geht. Man erhalt 



--^=y+ 



1 



4 + a;— 3 



1 

7 + 



x-^l' 
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7 


x+ 1 




1 






I 


1 
7 


X -\- I 

7^ + 8 



Also besteht die Gleichung 

X — 3 =r- ^ 



" 7a: + 8' 

und somit ist x eine Wurzel der Gleichung 

Ix^ — Ux = 25. 

III. Wenn 

X = (3, 1, 6, 1, . . .) 

ist, so ergiebt sich der Reihe nach 



^-^=1+ 



= (0, 1, a; + 3), 



6 + a; — 3 






1 


0^ + 3 




1 






1 


1 
1 


X + S 

x + ^' 



X 



- 3 = 

x^ = 

X = 



x + S 
X -\- 4t' 
15, 

VT5. 



§. 65. 

Verwandlung der irrationalen Wurzeln gemischt 
quadratischer Gleichungen in Kettenbriiche. 

Zum besseren Verstandnis der allgeraeinen Entwicklung 
schicken wir ein Beispiel voraus. 

Die Gleichung 3x^ — 7ir = 15 hat die Wurzeln 



Es soil zunachst 



7 4- V229 
^= ~6 



X = 



7 -f V229 
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in einen Eettenbrach entwickelt werden. Da 15 die Quadrat- 
wurzel der grofsten unter 229 liegenden Quadratzahl, folglich 3 

die grofste in — ^^tlJ! entbaltene ganze Zahl ist, so setzen wir 

7+V229 _ -ll + V^29 _ 1. 

^ — 6 - "^ "^ 6 - ^ + i^' 

dann ist 



X. = 



6 _ 6(11 + V229) _ 11 + V229 

' ~ — 11 + V"229 ~ 108 - 18 

Weiter ist 1 die grofste in 

11 + y229 _ 
18 -^ 

entbaltene ganze Zabl. Wir setzen daber 

Ebenso. ergiebt sich weiter 

_ 18 _ 18(7 + ^229) _ 7 -f V 229 

"^^ ~ — 7 + V229 ~ 180 ~ 10 

_ -13 + V229 _ 1 

- ^ + 10 2 + T^ 



10 _ 10(13 -fy229) _ 13 + V229 

"^ ~ — 13 + V229 ""60—6 

= * + =^^^^ = * + ^. 

6 
— 11 + V229 

«4 ist genau die Zabl, die oben mit Xi bezeiebnet worden ist, so 
dafs wir fur x den Kettenbrucb 



X = (3, 1, 2, 4, 1. . . .) 

mit der Periode 1, 2, 4 erhalten. 

Die zweite Wurzel ic' der Gleicbung ist negativ. Wir ent- 
wickeln — xf in einen Kettenbrucb und erbalten auf die dar- 
gelegte Weise 

— ^ = (I, 2717^, 2, . . .). 
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Fiir diese Wurzel ist die Periode 2, I, 4; da wir aber auch 



— 0/ = (1, 2, 1, 4, 2, 1, 4, . . .) 

schreiben, d, h. die Periode mit dem vierten Quotienten beginnen 

konnen, so sehen wir, dafs die Periode von — x' sich als Um- 

kehrung derjenigen Ton x ansehen lafst. 

Ganz 80 gestaltet sich das Verfahren im allgemeinen Falle. 

Es sei 

Ax^^ 2Bx-^ C = 

eine Gleichung zweiten Grades mit ganzen Koeffizienten, fiir 
welche B^ — AG =z B positiv und keine Quadratzahl ist, so 
dafs die Wurzeln der Gleichung 

A A 

irrational sind. Wir stellen uns die Aufgabe, eine der Wurzeln, 

etwa '-j—^ — 1 in .einen Kettenbruch zu entwickeln. Wir 

A 

setzen diese Wurzel, die wir mit ic bezeichnen woUen, als positiv 

voraus; soUte dieselbe einen negativen Wert haben, so wiirden 

wir — X m einen Kettenbruch verwandeln. 

Bezeichnet oc die grofste in 

(1) X = A~~ 

enthaltene Zahl, die auch gleich Null sein kann, so setzen wir 

1 



X = a -\- 



^1 



dann ist — ein positiver echter Bruch, folglich Xi^-\-\. Da nun 

Xi 

— B-[- fB _ ^Aa — B^i'B 

-J _ a H -J 

ist, so erhalten wir als Wert von Xi 

A 



X. = 



— Aa — B-{-)lB' 

und hieraus ergiebt sich durch Erweiterung mit Aa -\- B -\- jTO 
und leichte Vereinfachungen 

_ A(x.-^ B -\-i~B 
^' ~ — (4a2_j_2i?a-f C) 
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oder, wenn der Eiirze wegen 

Aa-^B = ^1, — (^a2+ 2J5a + C) = A 
gesetzt wird, 

(2) -^ = -4r^- 

Da a?i > + 1 ist, so wird die grofste in x^ enthaltene ganze 
Zahl, die wir «! nennen woUen, von Null verschieden sein. Ubrigens 
hat Xi genau dieselbe Form wie x^ kann also auf ganz dieselbe 
Weise behandelt warden. Es ergiebt sich 

. 1 
a^i = Ol + — 

und 

(3) X2 = 2 » 

wo £3, Aq ebenso wie jBj, A^ ganze Zahlen bezeichnen. Da 
auch a?2 >> -(- 1 ist, so lafst sich das Verfahren fortsetzen. Wir 
erhalten auf diese Weise 

X = (cc, «!, aa, . . ., ccjc-i, Xic), 

wo a, «!, . . ., Ujc — i positive ganze Zahlen sind. a kann auch 
Null sein, wahrend die iibrigen Quotienten von Null verschieden 
sind. aTfc ist >> -(- 1 und hat die Form 

A ' 

wo Bfc, Atc ganze Zahlen bezeichnen. 

Wir woUen jetzt beweisen, dafs Bje und Ajc fiir alle iiber 
eine gewisse Grenze hinaus liegenden Werte von k positiv sein 
werden. 

Ersetzt man in der Formel 



X durch 



und X]c durch 



Pk^lc -\- Pk- 1 

— J9 + fj 
A 



80 erhalt man durch leichte Vereinfachungen 
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+ )/D { (£* Q„ + A <2fc-i) — (5<2* + ^P») } = 0, 

und daraus ergeben sich, wenn sowohl der rationale, als auch 
der irrationale Teil gleich Null gesetzt wird, die Gleichungen 

(1) -^ B^iBQ^ + AP^) — Ah{BQ^-j + AP^-^) = — DQu, 

(2) £» Q^ + A <2ik-i = BQu + ^P*, 

durch deren Auflosung fur Ai, und f ^ man bei Anwendung der 

Formel 

Pft<2*_i — P,_i <?, = (- ly 

die folgenden Gleichungen erbalt: 

(3) (— If AAu = {BQ„ + APuy -DQh 

(4) (-1)* + ^ AB^ = _ (2) _ B2)(2, (2fc_i 

+ AB(P^Q^-^ -j- Pu-tQy) + ^*P*P*_i. 

Wird in (4) D durch JS* — J. C ersetzt, so ergiebt sich 

(4*) (_ If + ^B^ = CQuQ,,-^ + BiP^Q^^r + P*_i«*) 
/ -(- APfc Pfc— 1. 

Nun folgt aus (3) 

A^ = t^ |;jB<^, _^ ^p, _^ q^YD] [BQ^-\-AP^-Q^ ^/B] 



[ 

Je nachdem k gerade oder ungerade ist, ist 

Pk 



<2* 
P* 



'] 



<2- 



— ^ 



positiv oder negativ. In jedem Falle ist also 

positiv. Ebenso wird bei wachsendem fc, da dann die Differenz 
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abnimmt, der Faktor 

sich der positiven Grenze 2 'fD nahern. Somit ist Ak fiir alle 
liber eine gewisse Grenze hinaus liegenden Werte .von k positiv. 
Dafs auch B^c eine positive Zahl ist, geht aus der Formel 
(2) hervor. Diese liefert 

und daraus eriialt man, wenn man durch die Gleichung 

A^x^ = JSk + fS 



dividiert. 



P. 



A-^ + B — Bi 



Nun ist 



X - ^ 



also 



folglich nahert sich bei wachsendem U der Ausdruck 



der Grenze ^TD, somit 



der Grenze 



und da 



ist, so mufs auch 



VD + 5*' 

Qk — l 



QkXit 
fD-B^ 



<1 



yfB-^By 

d. h. By, positiv und <i'^ D sein. 



<1, 
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§. 66. 

Satze iiber die Kettenbriiche, welche die irrationalen 
Wurzeln gemischt quadratischer Gleichungen dar- 

stellen. 

Lehrsatz. L Der Kettenbruch, welcher eine irra- 
tionale Wurzel einer gemischt quadratischen Grleichung 
mit ganzen Koeffizienten darstellt, ist periodisch. 

Beweis. Nach §. 65 ist die Zahl, die wir Bjf genannt habeo, 

kleiner als << '^D. Da ferner 

sein mufs, so ist Ajc <i Bjc -\- '^ 1)^ also umsomehr -4^ < 2 y />. 

Es wird somit nach hochstens '^ D . 2 '^ D = 2D Operationen 
ein voUstandiger Quotient erscheinen, der schon da gewesen ist, 
mit anderen Worten: der Kettenbruch ist periodisch. 

Lehrsatz n. Jede Grofse, die sich in einen periodi- 
schen Kettenbruch entwickeln lafst, ist Wurzel einer 
quadratischen Gleichung mit ganzen Koeffizienten. 

Beweis. Es sei erstens 



X — \CC^ OCj, €62^ . . .» Otfc — i^ CCj . , ,j^ 

der Kettenbruch also rein periodisch. Dann ist 



X (a, «!, CC2<i . . ., C6fc_i, X)^ 

und wenn wir die Naherungsbriiche dieses Kettenbruchs bilden 



a 


«i 




«fc-i 


X 




1 



« 
1 


• 


Pfc-i 

Qk-i 


Ph 


PkX -\- Pk-1 

Qtcx + Qh-i' 



80 erhalten wir, da der letzte Naherungsbruch gleich x ist, 

/V»  ' ' 

oder X ist Wurzel der quadratischen Gleichung 

Qicx^ + (Qic-i — Pk)x — Pfc_i = 0. 
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Zweitens sei x ein nnrein periodischer Kettenbmch 



X = («', a'l, . . ., ait-i, a> «!, . . -1 «* — i, «i • • •) 
mit der Periode a, (Xi, . . ., afc_i. Dann ist 

X — «' = (0, a'l, . . ., 06,n-ii «»«!»•• •> ajk — 1> a . • Oi 
folglich 

-, = (a'l, . . ., aln — 1» ^? ^H • • •> Wfc — ii ^? . . .)• 

X — a 

Ebenso erhalt man 



7 — a'l = (0, a'2, . . ., a^_i, a, . . ., afc__i, a, . . .), 



X — a 

1 



:z; — a 
d. i. 






l^a'a'i— a'i:r "= ("«' ' * " '**"'"'' '*"••' "*'-'' "* * ' '^^ 
Weiter ergiebt sich 



X — a' 



— a'2 ^ (0, a'3, . . ., a^_i9 Of, . . ., afc__i, a, . . .), 



1 -|- a' a'l — odiX 
ako 

1 -|- a' a'l — a'l x 

- («'+ < + «'«'l «'») + (1 + «'l «'2) X 

= (a 8, . . . , cCfn _ 1, a, . . ., ajc _ 1, a, . . .)• 
So fortschliefsend erkennt map, dafs 

9 (^) /^ \ 

— — _ (a, Oi, . . ., ak-i, a, . . .; 

sein wird, wo q>{x), if{x) Funktionen ersten Grades von x mit 
ganzen Eoef&zienten sind. Die rechte Seite ist jetzt ein rein 
periodischer Eettenbruch, so dafs wir nach dem ersten Fall ver- 
fahren konnen. Wir setzen 

und bilden die Naherungsbriiche : 

Wertheim, Zahlenlehre. 2^ 
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a 


«i 


. -. ' * 


«*-i 


g> (x) 
tl^ix) 




1 


a 
T 




Pfc-1 


Pk 


"'51 + ^- 





«»Ji + «'- 



Wir erhaltendie Gleichung 



+ i'*- 



«» ^J + ^-x 



oder 



*(«) 



and diese ist offenbar vom zweiten Grade in x. 

Beispiel: 

X = (1, 2, 1, 2, 3, 1, . . .), 

a; — 1 = (0, 2, 1, 2, 3, 1, . . .), 

1 



X — 1 



= (2, 1, 2, 3, 1, . . .), 



-2, 



X — 1 



d. i. 



3 _2^ = (0, 1, 2, 3, 1, . . .), 



a^ 



x—1 



-J^ = (l,2,3,l,...) = (l,2,3,^-^) 



1 


2 


3 


a; — 1 
3 — 2a; 




1 




1 

1 


3 
2 


10 

7 


10a; -10 , ^ 
3 2a; "^^ 

3 — 2a; ^ 


4a; — 1 
3a; — 1 



4:r 



X — 1 

3 — 2x~ ~sx — r 

11^:2—18:^4-4 = 0. 
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Eine Wurzel dieser Gleichung, namlich 

9 -f y"37 
11 ' 

ist in der That, wie das in §. 65 dargelegte Verfahren zeigt, 
gleich dem Eettenbruch 



(1, 2, 1, 2, 3, 1 ). 

Lehrsatz in. Wenn man beide irrationalen Wurzeln 
einer quadratischen Oleichung in Kettenbriiche ent- 
wickelt, so ist die Periode des einen die Umkehrung 
der Periode des andern. 

Beweis. Da wir ein negatives x durch — x und ein a:, 
dessen absoluter Betrag << 1 ist, durch — ersetzen konnen, so 

X 

diirfen wir von vomherein x als positiv und > 1 voraussetzen. 
Es sei nun zunachst 



X = (a, oci, a.2> • • o «k— 11 «»•••) 

ein rein periodischer Kettenbruch, so ist, wie wir soeben gesehen 
haben, x eine Wurzel der Gleichung 

Qkoc^ + (<2k-i — ^0^ — -P*-i = 0. 
Das Produkt der Wurzeln dieser Gleichung ist bekanntlich 

^^, und da Pic — i und Qj^ positiv sind, so mufe das Pro- 
dukt negativ sein. Die Wurzeln haben somit entgegengesetzte 
Zeichen. Die zweite Wurzel ist also negativ, und da sie dem 

absoluten Werte nach < 1 ist, so konnen wir sie mit -, be- 

X 

zeichnen, wo of positiv und >• 1 ist. Wir erhalten dann 

— P»_, = 0, 
und daraus folgt 



Qk ' Qh — l — Pk 

X'^ x' . 



3I ist also ebenfalls ein periodischer Kettenbruch, dessen 
Periode aus fc Quotienten besteht, und da diese Periode durch 

Entwicklung des rationalen Bruehs -p ^ erhalten wird, dessen 

J^k — \ 

14* 
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vorletzter Naherungsbruch ^^ ist, so ist nach §. 59 die Periode 

Vfc-i 

von of die Umkehrung derjenigen von x. 

Beispiel. Der in §. 64 betrachtete Eettenbruch 

(172, i, . . .) 
stellt die Wurzel 



der Gleichung 



1 +V3 
^ = -1 — 



x^ — X = -n 



dar. Wenn wir die andere Wurzel 

1 — V3 



die negativ und << 1 ist, mit -, bezeichnen und x\ d. i. 

— X 



in einen Kettenbruch entwickeln, so erhalten wir 



Wenn der Kettenbruch, den die Entwicklung der positiven 
Wurzel a? >> 1 liefert, unrein periodisch ist, 



X — (a, a 1, . . ., 06^ — 1, a, Wj, . . ., cxj^^i, a, . . .), 
so ist 

WO 

Xffi = (cCif oCj, . . ,, ajt_i, a, . , .j 

ein rein periodischer Kettenbruch, also Wurzel einer Gleichung 
zweiten Grades ist. Wird die zweite Wurzel dieser Gleichung 

mit r bezeichnet, so ist, wie wir eben gesehen haben, 



Xfn (OCfc — i, 06fc_2, . . ., «!, a, ajk^i, . . .), 

und man erhalt die zweite Wurzel xf der ersten Gleichung, wenn 
man in derselben x^^ durch p ersetzt Es ist also 
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y m I r\ HJ m — 1 ^m — ' Vm 

— P" + Vm - 1 

Da 

ist, SO haben die Kettenbriiche fur of and x*m, nach §. 63 einen 
Yollstandigen nnd somit auch einen nnyollstandigen Quotienten 
«i (^ S * — 1) gemeinsam. Nun konneii wir aber eine Periods 
bei jedem ihrer Glieder beginnen lassen, also 

als Periode von :r und 

als Periode yod ^^ und somit auch von xf ansehen, und in diesem 
Sinne ist die Periode von a/ die Umkehrung derjenigen von x, 

Beispiel. Die oben gefundene Gleicbung 

11x2— 18a; + 4 = 
hat die beiden Wurzeln 

X = ^+J^ = (1, 2, 17273, 1, . .), 
X' = -'^l^ = (0, 3, 1, 37XX 3, . . .). 



§. 67. 

Verwandlung der irrationalen Wurzeln einer rein 
quadratischen Gleicbung in Kettenbriiche. 

Es sei 

Ax^ = B^ also X = J^— ^ 

Wir bestimmen die Wurzel der grofsten unter A B liegenden 
Quadratzahl und mittels derselben die grofste ganze Zahl a, 
welche < x ist. Dann setzen wir 

. —aA A- iTB , 1 
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80 ist a?i eine po8itive Zahl > 1. Mit dieser verfahren wir, wie 
es oben in §. 45 gelebrt worden ist. Auf diese Weise wird x in 
einen Keitenbruch verwandelt. 

Beispiel. Aus ISa?^ = 149 folgt 

Vl937 
13 



Weiter ist y 1937 = 44, . • •, und wir erhalten der Reibe nach 
^-- + 13 - ■+x,' 



_ 39 + V 193 7 _ g I - 25 + y 1937 _ 1 

^» - 32 - ^ "I 32~ ~ -^'^7, 



_ 25 + yi937" _ -l6 + yi937 _ 1 

*''— 41 "*~ "^ 41 ~ "^^' 

164-yT937 _ , — 25 + fl937 _ 1 



_ 25 + y 19 37 _^ - 39 + y 1937 _ 1 

^*- 32 -2+— 32 -2+^' 

_ 39 + y'1937 _ - 39 + yT937 _ 1 

"''- 13 -^+ . 13 --^+^- 

Es ist somit 



X = (3, 2, 1, 1, 2, 6, 2, . . .). 
Wenn a? < 1 ist, so wird der erste unvoUstandige Quotient 

Null sein: in diesem Falle entwickeln wir — in einen Ketten- 

X 

bruch. Wir setzen also voraus, dafs die Grofse, um deren Ketten- 
bruchentwicklung es sich handelt, positiv und >> 1 sei. Dann 
hat der Kettenbruch, den wir erhalten, folgende Eigenschaften: 

1. Er ist periodisch; denn er ist Wurzel einer quadrati- 
schen Gleichung. 

2. Er ist unrein periodisch; denn nach §. 66, Lehr- 
satz II. fiihrt ein rein periodischer Kettenbruch zu der Gleichung 

und da a? > 1 vorausgesetzt wird, also auch jeder NMherungs- 
bruch > 1 ist, so ist P^ > Qj, und tim so mehr P^ > ^k_i, d. h. 
die vorstehende Gleichung ist gemischt quadratisch. 
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3. Der Periode geht stets nur ein Glied voraus. 
Dies zu beweisen, nehmen wir an, es sei 



aj = (a', a'l, . . ,, a',»_i, a, a^, . . ., ak^it oc, . . .)| 

4 h. der Periode a, «!,..., "fc-i gingen die m Quotienten 
a', a'l, . . ., ain— 1 voraus. Dann ist 

^m -\-k^m-\-Tc "h Jm + ft — 1 

^m + k^«i + Jk+ Qm + k-1 

also 

iX^m + k — p • 75 r > 

ebenso ist 

^ _ Pma;^ + Pm-l . ^jg^ ^ _ Qm-l X — P^^l 

Tind durch Gleichsetzung der Werte von x^ + k trnd a;„ erhalten 
wir die Gleichung, deren Wurzel x ist, namlich 

Qm -t> k — 1 X Ptn -f k — 1 Qm — iX Pw, — 1 

Pfn + k— Qm^kX ~ Pm~QmX 

Als Produkt 11 der Wurzeln dieser Gleichung ergiebt sich 
leicht 

Yj Pm-+ k Pwt ^ 1 Pm + k — 1 -^m ' 

Vw + k Vm — 1 y m + k — 1 Qm 

Oder, bei Anwendung der Formeln des §. 56, 

n = 

(i^w + k — l 06,n + fc— l-f-Pm + k— 2) Pm— 1 Pm-h fc - 1 (Pm— 1^—1 "rP***— 

(§m + k— lOm + k-l-l-^m + k— a)Cm— 1 ^m + k- 1 (^m—l ^— 1 + ^m-2) 

Pm + k^ 2 Pm— ! 



(^ ^ \ \_ /Pm + k--2 Pm— 2\ 
p P - V'^m + fc-l ""^m-i; i" I -p— p ) 

-tm + k— 1-tm — 1 \jrni4-k— 1 jT^— 1/ 



Vm + k— iVm— 1 /^ ^ \ I /Cm + k— 2 Vm— 



(am+k-1 — ^m-i) + (77^^ 7r~^) 

Wm + k— 1 Vm— 1/ 



Nun ist a^ + k — 1 — ocm — i eine positive oder negative ganze 
Zahl; denn ware am + k_i = Wm-ii so wiirde die Periode schon 
eine Stelle friiher, als vorausgesetzt wird, beginnen. Ferner ist 
80W0I1I 

J ^m -^-k — 2 J^m — 2 

Pm + k — 1 Pm — 1 

als auch 
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Vm + ft — 2 Vm — 2 

Vw + k — 1 Vm — 1 

als Differenz zweier echten Briiche ein echter Bruch. Das Pro- 
dukt n ist daher eine positive Zahl, wahrend das Produkt der 
Wurzeln einer rein quadratischen Oleichung negativ ist. Der 
Widerspruch fallt weg, wenn m= 1 angenommen wird; denn 
dann wird 



77 = 



-Pfc + 1 — ^fc « 



und dieser Ausdruck kann sowohl positiv wie negativ sein. Der 
Periode geht also ein unvoUstandiger Quotient voraus. 
4. In dem Eettenbruch 



(a', a, «!, . , ., afc_i, a, . . .), 
den die Entwicklung von 

-^ 

liefert, ist afc_i = 2a', und die iibrigen Quotienten «,«!,..., ak — j 
der Periode bilden eine symmetrische Reihe. 
Da namlich 



i 



B 



"2" = (^'i ^» • • •? ^fc — 11 «i • • •) 
ist, so wird 




A 
ein rein periodischer Eettenbruch sein. Nun sind 

die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

x^ — 2a' a; + (a'2 _ ^\ = O; 

folglich wird auch die Entwicklung von 

5" 



/ 



^+«' 



zu einem rein periodischen Eettenbruch fuhren, und zwar wird 
die Periode des letzteren nach §. 66, Lehrsatz III die Umkehrung 
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der Periode von 



sein. Aus 



i 







^ — a' = (0, a, «!, . . ., afc_„ a, . . .) 



folgt erstens (durch Addition von 2 a') 



zweitens ist aber anch 



i 



—A [- a ^ {f*k — l, Wk — ai OCfc — 8i • • -1 C^ «k — 1, • • .)' 



und da beide Entwicklungen identisch aein miissen, so ist 

a* — 1 = 2a', afc_2 = a, ajb — s = ^? • • .» 

d. h. das letzte Glied der Periode ist 2 a', und die iibrigen Glieder 
bilden eine symmetrische Reihe. 

5. Dem letzten unvollstandigen Quotienten 2 a' einer jeden 
Periode entspricht der YoUstandige Quotient 

a'+lTP 
1 

wo iTD der KUrze wegen fur V-j- geschrieben ist. 

£s sei namlich 

^ _ Brn + YA 

einer der voUstandigen Quotienten in der Entwicklung von V^. 
Wir setzen dann nach dem Friiheren 

Bn,-^f D ^ , B^ — C^Am^fP ^ , 1 

4 = «m i J = «m -h 

und erhalten 

an.A^ — B„, + iD _ Bm + l + f^ 

-i- [D — (a^ A^ - B„,Y] 

SO dafs 



^m + 1 — ^ — A 
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und 



also 






ist. Da nun Am und A^^i positiv sind, so ist 
d. i. 

Wenn daher die grofste in dem Bruche 

Jgfc + V^ 

enthaltene ganze Zahl 2 a' sein soil, so muTs 

JSfc = a', ^k = 1, 

also -^ 

^'^— . 1 •• 

sein. 

6. Wenn fi eine beliebige ganze poditive Zahl bezeichnet nnd 

7^ der Naherungsbruch ist, welcher dem letzten unvoUstandigen 

Quotienten, d. i. 2 a', der f***^ Periode entspricht, so ist 

Es ist namlich 

QfiTc^Hk tJ- Cuk — 1 

also wegen ir^^ = a' -|- y/) 






Durch Fortschaffung des Nenners und durch Gleichsetzung 
der rationalen und der irrationalen Glieder erhalt man hieraus 
die beiden Gleichungen 

P^k«' — i)<2^k + P^k-i = 0, 
^.ufca' — P^fc -j- Qfijc^i = 0, 

aus denen sich durch Elimination von a! 
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Oder, da 
ist. 



PJfc — DQ^k -j- ^ttk — 1 Qf£k PfihQtAk — l = 

P2» -DQi^ = (- ly* 



ergiebt. 

Beispiel. Wir fanden oben 



i 



149 



13 



3- = (3, 2, 1, 1, 2, 6, 2, . . .). 



Kaherongsbruche : 



3 


2 


1 


1 


2 


6 


2 


1 


1 


2 


6 


•  • 


1 
O 


3 
1 


7 
2 


10 
3 


17 
5 


44 
13 


281 

83 


606 

179 


887 
262 


1493 
441 


3873 
1144 


• • • 



44» — -^ . 13« = 1936 — 1937 = (— 1)*, 

14.Q 

38732 — 4^ . 1U42 = 15000129 — 15000128 = {— m, 

15 



§. 68. 
Pie Fermatsche Aufgabe. 

Im Jahre 1657 stellte Pierre Fermat zuerst dem Fre- 
Bicle, dann alien lebenden Mathematikern, namentlich den 
englischen, die Aufgabe, die Gleichung 

x^ — Ay^ = 1, 

in welcher A eine nichtquadratische ganze positive Zahl ist, in ganzen 
Zahlen x^ y aufzulosen. (Yaria Opera matbematica, S. 190 
= Oeuvres, Bd. II, S. 333.) Die in der Hauptsache von Lord 
Brouncker gefundene und von Johannes Wallis redigierte 
Losung, die in des letzteren Commercium epistolicum 1658 
veroffentlicht, auch von Euler in seiner Algebra, Bd. II., 
Kap. VII dargelegt worden ist, hat nicht nur den Nachteil, hochst 
umstandlich zu sein, sondern sie lafst auch nicht erkennen, dafs 
die Aufgabe immer moglich ist, d. h. dafs es aufser den auf der 
Hand liegenden Werten 
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a; = ± 1, y = 

immer noch andere Zahlen giebt, welche die Gleichung befriedigen. 
Erst Lagrange hat diesen Beweis gefiihrt und eine geniigende 
Losung gegeben (Oeuvres, T. I, S. 671). Thatsachlich gelost ist 
die Aufgabe iibrigens schon von den Indernij. Sie wird jetzt 
meist noch nach dem englischen Mathematiker John Pell be- 
nannt, durchaus mit Unrecht, da dieser sich nicht das geringste 
Verdienst urn dieselbe erworben hat. 

Lagranges Losung der fiir die Zahlentheorie wichtigen 
Gleichung beruht auf der letzten Formel des §. 67. Es sei nam- 

lich ^ Am einen Kettenbruch entwickelt: 

iTZ = (a', a, «!, . . ., Wfc- J, 2a', a, . . .> 
so dafs also die Periode aus den h Quotienten 

besteht, so ist fiir jede der Zahlen fi = 1, 2, 3, . . . 

Wenn nun fc eine gerade Zahl ist, so wird die rechte Seite 
fur jeden Wert von ft gleich -j- 1 s^i^, also ist, wenn die Glieder- 
zahl der Periode gerade ist, 

fur jeden Wert von ii eine Losung der Aufgabe. 

Wenn die Periode dagegen aus einer ungeraden Anzahl von 
Gliedern besteht, so ist ( — 1)'*'^ nur fiir gerade Werte von fi 
gleich -|- 1; in diesem Falle sind daher 

nur fiir gerade Werte von fi Losungen der Fermatschen Auf- 
gabe. 

Beispiele. I. (Format, 1. c.) 

x^ — 3y2 = 1. 

yi = (1, i72, 1, . . ). 

^) Die ,,cyklische Methode'^ der Inder wird von Brahmegupta and 
Bbascara gelehrt and aaf viele Beispiele angewandt. Siehe Golebrooke, 
S. 170 £f.; S. 363 ff. VergL auch Hankel, Zur Geschichte der Mathematik 
im Altertum und Mittelalter, S. 200 ff. Die neaeste Beleuchtang der Sacbe 
giebt H. Eon en in seiner „Gescbicbte der Gleicbung f* — Dw* = 1. 
Leipzig, 1901". 
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1 1 


1 


2 


I 


2 


1 


2 


1 


2 


• « • 


1 


1 


2 


5 


7 


19 


26 


71 


97 






1 


1 


1 


3 


4 


11 


15 


41 


56 


• -p • 



Losungen : 



X 

y 



2 
1 



7 

4 



26 
15 



97 
56 



11. (Bhas-cara, Vija-Ganita, S. 248.) Welche beiden ganzen 
Zablen haben die Eigenschaft, dafs das Quadrat ihrer Summe^ 
vermehrt um den Kubus dieser Summe, gleich der doppelten 
Summe ihrer Euben ist? 

Bhascara nimmt 

I = fl:? + y, W = X — y 
an; dann soil 

4a;a + ^x^ = 4a;3 J^ Uxy^, 

^x + 4x2 — i2ya, 
(2a? +1)2= 12^24- 1, 

Oder, wenn 2ic + 1 = ^ gesetzt wird, 

02 _ I2y2 — 1 



also 



seiu. 



V12 = (3, 2, 6, 2, . . .). 



3 


2 


6 


2 


6 


2 


6 


• • • 


1 


3 


7 


45 


97 


1 

627 


1351 




1 


1 


2 


13 


28 


181 


390 





Losungen : 



y 

X 

I 
II 



1 

7 


97 


1351 




2 


28 


390 


• •  


3 


48 


675 


• • 


5 


76 


1065 


• •  


1 


20 


285 


• • • 
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Ill; Drei aufeinander folgende Heronische Zahlen a — t, 
a, a -|- 1 zu bestimmen, mit anderen Worten: Fiir welche ganz- 
zahligen Werte von a wird die FKche des Dreiecks mit den Seiten 
a — 1, a, a-f-l durch eine ganze Zahl ausgedriickt? 

Der Ausdruck fur den Flacheninhalt 

J = " V3(a«-4) 



wird rational, namlich gleich 



Sah 



, wenn a^ — 4 = 3 fc^ oder 



aa — 3 fc2 = 4 

angenommen wird. Nun ist leicht einzuseben, dafs keine der 
Zablen a, Jc ungerade sein kann. Ware namlich eine der Zahlen 
a, h gerade, die andere ungerade, so wiirde a^ — 3^^ ungerade 
sein, konnte also nicbt den Wert 4 baben, und wenn a sowohl 
wie fc ungerade ware, so wiirde 

a2 = 1, 3 ft2 = 3, also a^ ^ 3k^ = 2 (mod. 4) 

sein, a^ — 3fc2 ware also nicbt durcb 4 teilbar. Es ist somit 
sowobl a, als aucb 1c eine gerade Zabl. Wir setzen 

a = 2 a, fc = 2 X, 

dann erbalten wir die in Beispiel I bebandelte Gleicbung 

a2 _ 3x2 = 1^ 

und diese liefert die Losungen 

3, 4, 5; 13, 14, 15; 51, 52, 53; 193, 194, 195; 
u. s. w. 

IV. Welcbes ist die kleinste Losung der Gleicbung 

^2 _ 76 2/2 = 1 ? 

V^ = (8, 1, 2, 1, .1, 5, 4, 5, 1, 1, 2, 1, 16, 1, . . .). 



8 


1 


2 


1 


1 


5 


4 


5 


1 


1 


2 


1 


16 


1 


8 


9 


26 


35 


61 


340 


1421 


7445 


8866 


16311 


41488 


57799 





1 


1 


3 


4 


7 


39 


163 


, 854 


1017 


1871 


4759 


66:^0 



Es ist also 



X = 57 799, y = 6630. 
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V. Man erhalt 



Va2 — 1 = (a — 1, 1, 2a — 2, 1, . . .), 
Va2 4- 1 = (a, 2a, 2a, . . .), 



Va2 — 2 = (a — 1, 1, a — 2, 1, 2 a -- 2, 1, . . .), 

y a^ + 2" = (a, a, 2 a, a, . . .)t 

^ a^ — a = (a — 1, 2, 2a — 2, 2, . . .). 

Diese Formeln geben die Kettenbriiche fiir die Quadrat- 
wurzelD au8 den in der nachstehenden Tabelle enthaltenen Zahlen : 



a 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


• • • 


a«- 1 




3 


8 


15 


24 


55 


48 


63 


80 


99 




a«+ 1 


2 


5 


10 


17 


26 


37 


50 


65 


82 


101 




a« — 2 






7 


14 


23 


34 


47 


62 


79 


98 




a« + 2 




6 


11 


18 


27 


38 


51 


66 


83 


102 




a* — a 








12 


20 


30 


42 


56 


72 


90 





Wir verroUstandigen di^se Tabelle fur die unter 100 liegenden 
Zahlen (nach Euler, Comment, arith. coll. I, p. 322): 

VT3 = (3, 1, 1, 1, 1, 6, 1, . . .), 

1) 3, 1, 2, 8, 2, . . .), 

• • •/» 



VT9 = 
V2I = 
V 22 = 

V28 = 
V29 = 

fsT = 

V32 = 
f33 = 
f39 = 

yio = 

V45 = 



4,2 

5, 3 

5, 2 



5, 1 
5, 1 



5, 1. 

6,4 
6, 3 



6,2 
6, 1 



6, 1 
6, 1" 



1, 2, 1, 1, 8, 1 



2, 4, 2, 1, 8, 1 



2, 3, 10, 3, . . 



1, 1, 2, 10, 2, 



1, 3, 5, 3, 1, 1 



1, 1, 10, 1, . . 



2, 1, 10, 1, . . 






10, 1, . . .), 






12, 4, . . .), 



12, d, . . .j. 



2, 12, 2, . . .), 



1, 3, 1, 5, 1, 3, 1, 1, 12, 1, ...), 



1, 1, 2, 1, 1, 1, 12, 1, ...), 



2, 2, 2, 1, 12, 1, ...), 
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V52 

V'53 

V"ft4 

yii 

fed 
Vei 
fei 

fm 

f69 

flO 

fii 
V73 

ffl 

fT5 

fu 

ffi 

f78 
V84 
V85 
V86 
V87 

v^ 
v^ 

V93 

fu 

V95 
V96 



6, 1, 3, 1 



7, 4, 1, 2 



7, 3, 1, 1 



7, 2, 1, 6 



7, 2, 2, 2 



7, 1, 1, 4 



7, 1, 1, 1 



7, 1, 2, 7 



7, 1, 2, 1 



7, 1, 4, 3 



8, 5, 2, 1 
8, 4, 16, 



1, 7, 1, 1, 2, 5, 16, 5, . . .), 

4, • • ,J, 



8, 3, 3, 1 



8, 2, 1, 2 



8, 2, 2, I 



8, 1, 1, 5 



8, 1, 1, 1 



8, 1, 1, 1 



8, 1, 2, 1 



8, 1, 3, 2 



8, 1, 4, 1 

9, 6, 18, 



9, 4, 1, 1 



9, 3^1^1 
9, 3, 18, 



9, 2, 1, 1 



9, 2, 3, 3 



9, 1, 1, 5 



9, 1, 1, 2 



9, 1, 1, 1 



9, 1, 2, 3, 

9,17271 
9, 1, 3, 1 
9, 1, 5, 1 



1, 2, 6, 2, 1, 1, 3, 1, 12, 1 \ 



•*■> ^1 A*, 4^ . . .j, 



3, 14, 3, . . .), 



1, 2, 14, 2, . . .), 



14, 2, . . .)t 



1, 1, 14, 1, . . .), 



1, 1, 1, 14, 1, . . 0, 



2, 1, 14, 1, . . .), 



14, 1, . . .), 



1, 2, 2, 1, 3, 4, 1, 14, 1, . . .), 



4, 1, 3, 3, 16, 3, . . .), 



1, 2, 16, 2, . . .), 



7, 1, 2, 2, 16, 2, . . .), 



5, 1, 1, 16, 1, . . .), 



1, 16, 1, . . .), 



16, 1, . . .), 



1, 5, 4, 5, 1, 1, 2, 1, 16, 1, . . .), 



S, 1, 16, 1, . . .;, 



16, 1, . . .), 

6, . . .), 



4, 18, 4, . . .), 



1, 8, 1, 1, 1, 3, 18, 3, . . .), 
3, . . .), 



1, 2, 18, 2, . . .), 



2, 18, 2, . . .), 



1, 0, 1, 1, 18, 1, . . .), 



4, 2, 1, 1, 18, 1, . . .), 



4, 6, 4, 1, 1, 1, 18, 1, . . .), 



1^1,5, 1,8, 1,5, 1, 1,3,2, 1, 18,1,...). 
18, 1, . . ,), 
18, 1, . . .), 
1, 1, 1, 1, 1, 5, 1, 18, 1, . . .). 
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Anmerkung L WeDn die Periode des Kettenbruchs, den 

die Entwicklung von jTZ liefert, eine gerade Anzahl von Gliedern 
enthalt, so ist die Gleichung 

oc^ — Ay^ = — I 

unmoglich. Besteht die Periode dagegen aus einer ungeraden 
Anzahl von Gliedern, so geben die Naherungsbriiche, welche dem 
letzten unvoUstandigen Quotienten der ersten, dritten, funften u. s. w. 
Periode entsprechen, je eine Losung der Gleichung. Da die 
Gleichung auch in der Form 

geschrieben werden kann, A also in die Summe zweier teiler- 
fremden Quadrate aufgehen soil, so mufs A nach §. 61, Lehrsatz II 
selbst die Summe zweier Quadrate sein. Diese Bedingung ist 
liir die Losbarkeit der Gleichung x^ — Ay^ = — 1 erforder- 
lich, ^ber nicht hinreichend; so ist z. B. die Gleichung 

x^ — 34?/2 = — 1 

unmoglich, obschon 34 = 3*^ -|- 5^ ist. [34 steht oben unter den 

Zahlen a^ — 2, und die Periode von ya^ — 2 hat nach Bei- 
spiel V vier Glieder.] Trotz der Bemiihungen von Legendre 
(Theorie des nombres I, §. 7), Lejeune-Dirichlet (Werke 
I, 3. 221) u. a. ist es noch nicht voUstandig gelungen, die Be- 
dingungen fiir die Losbarkeit der Gleichung x^ — Ay^ = — 1 
anzugeben. Was die Zahlen unter 100 betrifFt, so ist die Gleichung 

moglich fur ^ = 2, 5, 10, 13, 17, 26, 29, 37, 41, 50, 53, 

58, 61, 65, 73, 74, 82, 85, 89, 97, 

unmoglich fiir alle iibrigen. 

Anmerkung II. Es sei x = p<, y = q die kleinste Losung 
der Gleichung x^ — Ay^ = l^ also 

p^ — Aq^ = 1. 

Erhebt man dann p -\- q ^A auf die m*® Potenz, wo m 
irgend eine ganze Zahl ist, und vereinigt sowohl die rationalen 
als auch die irrationalen Teile, so erhalt man 

ip + q ilr = P-^QYA, 
und die vorgelegte Gleichung wird fiir jedes m durch die Werte 

Wertheim, Zahlenlehre. |g 
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x = P, y = Q 
befriedigt. 

AU8 

folgt namlich 

(p-q ylf)- = P-QfA, 
und dttrch Multiplikation beider Gleichungen erhalt man 
P^ — AQ^ = (jpa _ Aq^Y" = 1« = 1. 

Beispiel. 

fS = (2, 174, 1, . . .) 
hat die Naherungsbriiche 



2 


1 


4 


1 


4 


1 


4 


1 


4 


• • • 


1 


2 


3 


14 


17 


82 


99 


478 


577 







1 


1 


5 


6 


29 


35 


169 


204 





Die kleinste Losung der Gleichung x^ — Sy^ = I ist also x 
y =: 1, und da 

(3+ l.y^)3= 17 + 6 V8, 
(3 4- 1 . V 8)3 =99+35 V 8^, 
(3 + 1 . V"8j4 = 577 + 204 ^8, 



= 3, 



ist, so sind dre folgenden Losungen 

17 und 6, 99 und 35, 577 und 204, . . ., 
was mit dem Ergebnis der Kettenbruchentwicklung iibereinstimint 



Leonhard Euler 



Sechstes Kapitel. 



Potenzreste ftir Primzahlmoduln. 



§. 69. 
Berechnung der Potenzreste. 

Es sei p eine ungerade Primzahl und a irgend eine durch 
p nicht teilbare ganze Zahl. Um die Reste der Potenzen 

1, a, a', a', . . . 

fiir den Modul p zu erhalten, hat man nicht notig, die Potenzen 
selbst samtlich auszurechnen. Man erhalt namlich den Rest von 
a*" + ^, indem man den Rest von a*" mit a multipliziert und den 
Rest des Produkts nimmt 

Beispiele. L Fur den Modul j) = 17 ist die Reihe der 
Potenzen von 2 kongruent den Zahlen 

1, 2, 2a = 4, 28 = 8, 2* = 16, 2' = 32 = 15, 2^ = 30 = 13, 

27 = 26 = 9, 28 = 18 = 1. 

Die achte Potenz liefert also den Rest 1, die neunte den 
Rest 2, u. 8. w. Die Reihe der Potenzreste von 2 fur den Modul 
17 umfafst also nur die acht Zahlen 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16, die 
Zahlen 0, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14 dagegen nicht. 

II. Fiir den Modul 19 ist die Reihe der Potenzreste der 
Zahl 3 folgende: 

1,3, 9, 27 = 8, 8.3 = 24 = 5, 15, 15.3 = 45 = 7, 7.3 = 21=2, 
2.3 = 6, 6.3 = 18, 18.3 = 54 = 16, 16.3 = 48 = 10, 10.3 
= 30 = 11, 11.3 = 33 = 14, 14.3 = 42 = 4, 4.3 = 12, 12.3 
= 36 = 17, 17.3 = 51 = 13, 13.3 = 39 = 1. 

15* 
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Es ist also erst die Potenz 3^^ ^ l (mod. 19), und die Reihe 
der Potenzreste von 3 umfafst fur den Modal 19, abgesehen von 
der Zahl Null, ein voUstandiges Restsystem dieses Moduls. 



§. -70. 

Der Exponent, zu welcliem eine Zahl a fur den Modul 

p gehort. 

Da es fiir den Modul p nur die p Reste 0, 1, 2, . . ., |) — 1 
giebt, wabrend die Reihe der Potenzen einer Zahl a sich un- 
begrenzt fortsetzen lafst, so konnen die Potenzreste von a fiir 
den Modill p nicht samtlich von einander verschieden sein. Zu- 
nachst ist klar, dafs der Rest iiberhaupt nicht vorkommen 
kann; denn da a selbst nicht durch p teilbar ist, so kann aucb 
keine Potenz von a durch p teilbar sein. Es bleiben also nur 
noch p — 1 Reste moglich , und somit miissen sich unter den j> 
ersten Gliedern der Reihe 

(1) 1, a, a2, . . ., oP-^ «^» • • • 

wenigstens zwei verschiedene Glieder befinden, welche denselben 
Rest liefern. Es sei 

(2) a^ = a^' (mod. p)\ 

darin ist jede der beiden Zahlen ft, A/ kleiner als p, und wir 
setzen, was unbeschadet der Allgemeinheit der Betrachtung ge- 
schehen kann, k ^ l(f voraus. Wenn wir dann die Kongruenz 
(2) durch a^ dividieren, was nach §. 34 zulassig ist, so erhalten wir 



(3) 



a 



fc — 



^' = 1 (mod. p). 



Nun ist ft — ft' kleiner als p und von Null verschieden. Es 
befindet sich also unter den p ersten Gliedern der Reihe (1) 
aufser dem ersten Gliede selbst wenigstens noch ein Glied a", 
welches fiir den Modul p den Rest 1 liefert. Moglicherweise 
enthalt das angegebene Intervall mehrere fiir den Modul p der 
Einheit kongruente Potenzen von a. Die kleinste Zahl w, 
fiir welche 

a** ^ 1 (mod, p) 

ist, nennt man den Exponenten, zu welchem a fiir den 
Modul p gehort. So z. B. gehort, wie wir oben gefunden 



§.70. 



Der Exponent u. s. w. 



229 



haben, die Zahl 2 fiir den Modul 17 zum Exponenten 8 und 
die Zahl 3 fiir den Modul 19 zum Exponenten 18. 

Aus der nachstehenden Tabelle der Potenzreste der Zahlen 
2 bis 18 fiir den Modul 19 geht hervor, dafs 

zum Exponenten 2 die Zahl 18 gehort, 

3 die Zahlen 7, 11, 

9 . . 4, 5, 6, 9, 16, 17, 



w 



r> 



n 



r 



18 



V 



r> 



2, 3, 10, 13, 14, 15 



gehoren. 



a 


a* 


a» 


a* 


a* 


a« 


a^ 


a« 


a» 


a'' 


a" 


a" 


a" 


a" 


a" 


o" 


a'"" 


a^« 


2 


4 


8 


16 


13 


7 


14 


9 


18 


17 


16 


11 


3 


6 


12 


5 


10 


1 


3 


9 


8 


5 


15 


7 


2 


6 


18 


16 


10 


11 


14 


4 


12 


17 


13 


1 


4 


16 


7 


9 


17 


11 


6 


5 


1 




















5 


6 


11 


17 


9 


7 


16 


4 


1 




















6 


17 


7 


4 


5 


11 


9 


16 


1 




















7 


11 


1 
































8 


7 


18 


11 


12 


1 


























9 


5 


7 


6 


16 


11 


4 


17 


1 




















10 


5 


12 


6 


3 


11 


15 


17 


18 


9 


14 


7 


13 


16 


8 


4 


2 


1 


11 


7 


1 
































12 


11 


18 


7 


8 


1 


















m 






t 


13 


17 


12 


4 


14 


11 


10 


16 


18 


G 


2 


7 


15 


5 


8 


9 


3 


1 


14 


6 


8 


17 


10 


7 


3 


4 


18 


5 


13 


11 


2 


9 


12 


16 


15 


1 


15 


16 


12 


9 


2 


11 


13 


5 


18 


4 


3 


7 


10 


17 


8 


6 


14 


1 


16 


9 


11 


5 


4 


7 


17 


6 


1 




















17 4 


11 


16 


6 


7 


5 


9 


1 


















18 


1 



































Anmerkung: Man beach te, dafs nach dieser Tabelle fiir 
jeden Wert von a 

2« = 1018 -«, 3« = 13^8 -«, 4« = 518 -«, 6« = 1618 -«, 
7« = 1118 -«, 8« = 1218 -«, 9« = 1718 -«, U« = 1518 -«, 

und ebenso 

4« ^ 5»-«, 6« ^ 16»-«, 9« = 17»-«, 8« ^ 126-«, 

7« = 118-« (mod. 19) 

ist. Sind namlich a und b zwei zu demselben Exponenten n ge- 
liorende Zahlen, deren Produkt ^ 1 (mod. jp) ist, so hat man 
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a«.6« ^ {ahy ^ 1 oder, da fiir jede ganze Zahl Tt 

6" '^ ^ 1 (mod. p) 
ist, 

a« .6« = 6'»^ folglich a« = ft«*-« (mod. p). 



§. 71. 
Die Periode einer Zahl fiir einen Modul. 

Wir nehmen an, die Zahl a gehore fiir den Modul p zum 
Exponenten n. Dann ist leicht zu beweisen, dafs die Potenzen 

1, a, a\ . . ., o*»""^ 

fiir diesen Modul inkongruent sein miissen. Hatte man namlich 

a* ^ a** (mod; j)), 

wo jede der beiden Zahlen ft, V kleiner als n und ft > X/ sein 
moge, so konnte man, da a und somit auch jede Potenz von a 
prim zu p ist, nach §. 34 durch a*' dividieren und erhielte 

a}"-^ =:l (mod. J)). 

Das ist aber unmoglich, da die Zahl a zum Exponenten n 
gehort und & — ft' < w ist. Die Potenzen 

1, a, a^, . . ., a"-^ 

sind also in der That fiir den Modul p inkongruent. 

Die folgenden Potenzen geben aber wieder genau dieselben 
Reste in genau derselben Reihenfolge. Es ist namlich 

a*» =1, a~ + i = a, a'» + 2 = a2, . . ., a^"-! = a~-S 
a2« = 1, a2~ + i = a, a2»» + 2 = a^, . . ., a^**-! = o"-S 

a^** = 1, o*»» + i = a, a'^'» + 2 = ^2^ _ ,^ ^(fc + i)»-i = ^n-i^ 

Zunachst leuchtet ohne weiteres ein, dafs jede Potenz vou 
a", ebenso wie a^ selbst den Rest 1 liefert. Dmgekehrt ist aber 
auch der Exponent s jeder Potenz a*, welche ^ 1 (mod. p) ist, 
ein Vielfaches von n. Wenn wir namlich s durch n dividieren 
und den Quotienten dieser Division g, den Rest, der <; n sein 
wird, r nennen, so ist s =^ qn -{- r^ folglich a* = a«*» . a*", nnd 
da a* ^ 1 (mod. p) sein soil und a^** = (a**)9 ^ 1 (mod. p) is** 
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SO mufs auch a** ^ 1 (mod. p). sein. r ist aber kleiner als der 
Exponent n, za welchem a gehort. Folglich kann a'', nur wenn 
r = ist, den Rest 1 lief em. Dann ist aber s = gn, d. h. s 
ein Yielfaches von n. 

Weiter ergiebt sich, dafs zwei Potenzen a' und a* von a den- 
selben Rest liefem, wenn s ^t (mod. n) ist. In diesem Falle 
ist namlich s = ^ -f" ^^» folglich a« = a*.a^^ und, da a*~ ^ 1 
ist, a' ^ a* (mod. p). Umgekehrt folgt aus der Annahme 
o* ^ a* (mod. p), wenn s > ^ vorausgesetzt wird, dorch Division 
mit a*, dafs a'— * ^ 1 (mod. |>), also s — * ein Vielfaches von n 
oder s ^t (mod. n) sein mufs. 

Wir sehen somit, dafs, wenn eine Zahl a fiir den Modul p 
zum Exponenten n gehort, die Reste der Potenzen 

1, a, a\ . . ., a""^, 

welche samtlich von einander verschieden sind, in unveranderter 
Reihenfolge wiederkehren. Man nennt sie deshalb die Periode 
der Zahl a fiir den Modul p. . So ist 

1, 2, 4, 8, 16, 15, 13, 9 

die Periode der Zahl 2 fiir den Modul 17. 

A uf gab en. I. Den Rest zu bestimmen, den die Potenz 
a**» fiir eine gegebene Primzahl p als Modul liefert. 

Losung. Man bestimme den Exponenten n, zu welcheni a 
fiir den Modul p gehort, und dividiere m durch n. Werden der 
Quotient und der Rest dieser Division beziehungsweise q und r 
genannt, so ist m = gn -|- r und a*^ ^ a*" (mod. p). Der Rest 
von a*» ist also mit demjenigen von a*" identisch. 

Beispiel. WelchenRest giebt 3^^*^ bei der Division durch 7? 
Die Potenzreste von 3 fiir den Modul 7 sind 

3, 9 = 2, 6, 18 = 4, 12 = 5, 15 = 1. 

Es ist also 36 = 1 (mod. 7), und da 3142 = 6 . 523 + 4 ist, 
80 erhalten wir 

3SU2 = 3623.6.34 = 3* = 4 (mod. 7). 

II. Beweise den folgenden Satz: Wenn die Zahl a fiir den 
Modul p zum Exponenten m gehort, so sind die Potenzen 

a, a2, a\ . . ., a*" 

die Wurzeln der Kongruenz ic"* ^ 1 (mod. jo); sie sind zugleich 
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die samtlichen Zahlen, welche zu den Divisoren von m (die Ein- 
heit und die Zahl m nicht ausgeschlossen) als Exponenten ge- 
horen. 

Beispiel. Fur den Modul 37 (s. die Tabelle in §. 82) ge- 
hort 4 zum Exponenten 18. Die Potenzreste von 4 sind 4, 16, 
27, 34, 25, 26, 30, 9, 36, 33, 21, 10, 3, 12, 11, 7, 28, 1, und es 
gehoren zu den Exponenten 1, 2, 3, 6, 9, 18 (den Divisoren von 
18) beziehungsweise die Zahlen: 

1; 36; 10, 26; 11, 27; 7, 9, 12, 16, 33, 34; 3, 4, 21, 25, 28, 30. 



§. 72. 

Eulers zweiter Beweis des Fermatschen Satzes. 
(Euler, Commentationes arithmet. coUectae I, p. 260.) 

Es soil bewiesen werden, dafs op — ^^I (mod. p), also p — l 
ein Vielfaches des Exponenten n ist, zu welchem a fiir den 
Modul p gehort. Nach §. 70 ist n entweder = p — 1 oder 
<; p — 1. Wenn n = p — 1 ist, so ist der Satz bewiesen. Es 
sei also w <C jP — 1. Wir streichen nun aus der Reihe 

(1) 1, 2, 3, . . ., i) - 1 

allB diejenigen Zahlen, welche mod. p den Potenzen 

(2) a, a2, o3, . . ., a*» 

kongruent sind* Da diese Potenzen nach §. 71 inkongruent sind, 
so fallen auf diese Weise n Zahlen weg. 

Es sei jetzt b eine der p — 1 — n stehen gebliebenen 
Zahlen; dann sind die Reste der n Produkte 

(3) a J, a^b, a^b, . . ., o*»6 

sowohl unter einander als auch von den Resten der Zahlen (2) 
verschieden. Ware namlich a^b ^ a^b (mod. p\ so miifste auch 
a* ^ a^ sein, wahrend die Zahlen (2) inkongruent sind. Hatte 
man aber a^ b ^ a\ so wiirde , wenn I >> k vorausgesetzt wird, 
durch Division mit o^ sich 6 ^ a' — * (mod. p) ergeben, d. h. b 
ware der Voraussetzung zuwider ein Glied von (2), und wenn 
l<^lc vorausgesetzt wird, so ware die Kongruenz a^b ^ a^ gleich- 
bedeutend mit a^ 6 ^ a^ + *», und aus dieser wiirde, durch Division 
mit a*, 6 ^ a^ + *»--^* folgen, es miifste also auch in diesem Falle 
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h ein Glied von (2) sein. Da somit die Reste der Zahlen (3) 
sowohl untereinander, als auch yon den Zahlen (2) verschieden 
sind, 80 fallen durch Weglassnng derselben aus (1) n weitere 
Zahlen weg.* Es sind jetzt 2n Zahlen aus (1) weggefallen, und 
wenn jetzt die Reihe (1) erschopft ist, so ist p — 1 = 2 n, also 
der Satz bewiesen. 

Im entgegengesetzten Falle sei c eine der noch stehen ge- 
bUebencn Zahlen; dann wird wie oben bewiesen, dafs die n 
Produkte 

(4) ac, a^c, a^c^ . . ., a'^c 

sowohl nntereinander, als auch von den Zahlen (2) verschieden 
sind. Es lafst sich aber auch leicht darthun, dafs die Zahlen 
(4) von den Zahlen (3) verschieden sein werden. Hatte man 
namlich df^h ^ a^c und ware fc > Z, so wiirde sich durch Di- 
vision mit a' die Kongruenz o*~*6 ^ c ergeben, nach welcher c 
ein Glied der Reihe (3) sein miifste. Zu demselben Widerspruch 
wiirde im Falle i <C Z die Kongruenz a* + **6 ^ o'c fiihren, da 
man durch Division mit rf die Kongruenz a^^^ — ^b ^ c erhielte 
und Tc -\- n — I ebenso wie im ersten Falle fc — Z < n ist. Die 
Reste von (4) sind also n neue Zahlen, und wenn wir dieselben 
aus (1) fortlassen, so sind im ganzen 3n Zahlen in Wegfall ge- 
kommen. Wenn jetzt die Reihe (1) erschopft ist, so ist 

p — 1 = 3 w, 
also der Fermatsche Satz bewiesen. Im entgegengesetzten Falle 
erhalt man durch Multiplikation der Zahlen (2) mit einer der 
Boch stehen gebliebenen Zahlen n neue von den bereits weg- 
gelassenen und untereinander verschiedene Zahlen. Da die 
Reihe (1) eine endliche Anzahl von Zahlen enthalt, so mufs sie 
endlich einmal erschopft werden, d. h. sie mufs auf die dargelegte 
Weise in fc Reihen zerfalleu, von denen jede aus n Zahlen be- 
9teht, und zwar wird jede Zahl der Reihe (1) einer und nur 
einer der fe Reihen angehoren. Es ist also p — 1 = ikn, d. h. 
p — 1 ist ein Vielfaches von it. 

§. 73. 

Verteilung der durch p nicht teilbaren Zahlen unter die 

verschiedenen Divisoren von p — 1 als Exponenten. 

Da kongruente Zahlen zu demselben Exponenten gehoren, 
80 konnen wir unsere Betrachtung auf die Zahlen 
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1, 2, 3, . . ., p — 1 
beschranken. 

Es sei a irgend eine dieser Zahlen. Dieselbe gehore fiir den 
Modul p zum Exponenten w, d. h. es sei a** die niecfrigste Potenz 
von a, welche bei der Division durch p den Rest 1 giebt. Wenn 
dann auch o* ^ 1 (mod. p) ist, so mufs nach §. 71 s durch n 
teilbar sein. Nun ist nach dem Fermatschen Satze 

aP-i ^ 1 (mod. pi)] 

folglich ist der Exponent w, zu welchem a gehort, ein Divisor 
von p — 1. 

Es fragt sich jetzt, ob auch zu jedem Divisor von p — I 
Zahlen gehoren, und wie grofs eventuell fiir jeden Divisor die 
Anzahl dieser Zahlen ist. Diese Frage beantwortet der folgende 

Lehrsatz. Zu jedem Divisor d von p — 1 gehoren 
(f (d) verschiedene, d. i. mod. p inkongruente Zahlen. 
Mit q){d) wird wie friiher die Anzahl der Zahlen be- 
zeichnet, welche prim zu d und nicht grofser als d sind. 

Beweis. Wir nehmen an, es gebe wenigstens eine Zahl a, 
die zum Exponenten d gehort, also eine Wurzel der Kongruenz 
x^ = 1 (mod. p) ist. Diese Kongruenz kann nach §. 47, Lehr- 
satz I nicht mehr als d Wurzeln haben, und da sie durch jeden 
der mod. p inkongruenten Werte 

befriedigt wird, so sind diese ihre samtlichen Wurzeln. Es 
werden sich somit alle zum Exponenten d gehorenden Zahlen 
unter den Potenzen 

a, a2^ a3, . . ., a<* 
vorfinden. 

Wir woUen nun zeigen, dafs jede dieser Potenzen, wofern 
ihr Exponent prim zu d ist, auch wirklich zum Exponenten d 
gehort, sonst aber nicht. 

Es sei a* eine solche Potenz, also Jc prim zu d. Nach §. 40 
konnen wir eine Zahl m bestimmen, fiir welche hm ^ I (mod. d) 
ist. Wenn nun a* nicht zum Exponenten d, sondern zu einem 
Exponenten e gehorte, so miifste, da a^^ ^ 1 (mod. jp) ist, e<,d 
sein. Es ware dann a'^*^ 1, somit auch «*»*« ^ 1 und, da 
afew ^ ^ ist, a« ^ 1 (mod. p). Die Zahl a wiirde also zu einem 
Exponenten e gehoren, der kleiner als d ware, und das wider- 
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spricht der Yoraussetzung. In diesem Falle gehort demnach die 
Potenz a^ in der That zum Exponenten d. 

Wenn dagegen k und d einen grofsten gemeinschaftlichen 
Divisor i >^ 1 haben, so ist 

(a^y = (a^y = 1 (mod.i)), 
und da h und j prim zu einander sind, so gehort a^ schon zum 

Exponenten -^ • 

Wenn es also iiberhaupt eine Zahl a giebt, die zum Expo- 
nenten d gehort, so werden zu diesem Exponenten alle diejenigen 
Glieder der Reihe 

a, a\ a8, . . ., a^ 

gehoren, deren Exponenten prim zu d sind; die Anzahl dieser 
Glieder ist nach der Definition (p(d), und somit haben wir das 
Resultat gewonnen, dafs zum Divisor d von p — 1 ent¥reder gar 
keine oder (p(d) Zahlen gehoren. Wir woUen nun die Anzahl 
der zum Exponeiiten d wirklich gehorenden Zahlen mit t/^ (d) be- 
zeichnen. Dann ist also ^(d) entv^eder Null oder gleich q>{d). 
Die verschiedenen Divisoren von p — 1 seien jetzt 

C*!, (12, . . ., «n. 

Da nun die Zahlen 

1, 2, 3, . . ., p - 1 

samtlich sich nur unter diese Divisoren als Exponenten verteilen, 
so mufs 

*(di) + ^(d^) H h ^ W =P — 1 

sein. Nach §. 19, Lehrsatz II ist aber auch 

^W + ^(dd H h 9>{dn) = p— h 

somit 

*(^i) + * W H h *(dn) = q>(d,) + <jp(d2) H h <)P W. 

Jedes Glied der linken Seite ist aber entweder Null oder 
gleich dem entsprechenden Gliede der rechten Seite, nie grofser 
als dasselbe, und daher kann die letzte Gleichung nur bestehen, 
wenn kein Glied ihrer linken Seite = 0, sondern allgemein 

il,{d) = (p(d) 



1 
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ist. Zu jedem Divisor d von p — 1 gehoren demnach cp (d) 
Zahlen der Reihe 

1, 2, 3, . . ., p — 1. 

Beispiel. Es sei p = 61. Die Zahl p — 1 = 60 hat die 
12 Divisoren 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60, 

und die folgende Tabelle zeigt, wie sich die Zahlen 

1, 2, 3, . . ., 59, 60 

unter diese Divisoren als Exponenten verteilen. 



Divisor 






Zugehorig 


e Zahlen 






1 


1 
















2 


60 
















3 


13 


47 














4 


11 


50 














5 


9 


20 


34 


58 


. 








6 


14 


48 














10 


3 


27 


41 


52 










12 


21 


29 


32 


40 










15 


12 


15 


16 


22 


25 


42 


66 


57 


20 


8 


23 


24 


28 


33 


37 


38 


53 


30 


4 


5 


19 


36 


3^ 


45 


46 


49 


60 { 


2 


6 


7 


10 


17 


18 


26 


30 


31 


35 


43 


A4: 


51 


54 


55 


59. 



Aufgabe. Es sind die Zahlen gegeben, welclie beziehungs- 
weise zu den Exponenten m und n gehoren. Man soil die zu 
dem kleinsten Vielfachen v von m und n gehorenden Zahlen er- 
mitteln. 

Losung. Es seien erstens m und n'prim zu einander. 
Wenn dann a eine der Zahlen ist, die zu m gehoren, b eine der- 
jenigen, die zu n gehoren, so gehort das Produkt ab zum Expo- 
nenten i; = w w. 

Aus den Annahmen o*" :=: 1, 6" ^ 1 folgt namlich a*"" = 1, 
b^^ ^ 1, also (a 6)***" ^ 1 (mod. p), Es ist daher nur zu zeigen, 
dafs der Exponent, zu welch em ab gehort, nicht kleiner als wn 
sein kann. Wird dieser Exponent mit fc bezeichnet, so ist 
{abf^l, also auch {aby^, d. i. a»»^ . 6»»* = 1 und, weil 
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gmk ^ I igt^ 6»»fc ^ 1 (mod. p). Da nun b zum Exponenten n ge- 
hort, so mufs n in mk aufgehen. m ist aber prim zu n; folglich 
mufs k durch n teilbar sein. 

Ebenso lafst sich zeigen, dafs k auch durch m teilbar sein 
moTs. k ist also durch das Produkt mn teilbar und kann daher 
nioht kleiner als dieses Produkt sein. 

Wir werden somit alle zu tnn gehorenden Zahlen ab er- 
halten, indem wir jede Zahl a mit jeder Zahl b multiplizieren. 

Beispiel. Fiir den Modul 61 gehoren zum Exponenten 3 
die Zahlen 13, 47, zum Exponenten 10 die Zahlen 3, 27, 41, 52, 
also zum Exponenten 8. 10 = 30 

13.3 = 39, 13.27 = 46, 13.41 = 45, 13.52 = 5, 
47.3=19, 47.27=49, 47.41 = 36, 47.52 = 4. 

Wenn m und n zweitens den grofsten gemeinschaftlichen 
Divisor d > 1 haben, etwa tw = ^ d, n = v d ist, so wird 

sein. Zerlegt man nun v in zwei Faktoren tti, »Wi, die prim zu 
einander sind, und von denen der erste in w, der zweite in n 

aufgeht, so gehort a*"* zum Exponenten Wj, 6**i zum Exponenten 

m n 

»i, also o^i . 6"i zum Exponenten m^ n^ = v. Die Verbindung 

aller Werte von a*"i mit alien Werten von ft**! liefert alle zu v 
gehorenden Zahlen. 

Beispiel. Fiir den Modul 61 gehoren zu m = 12 die 
Zahlen 21, 29, 32, 40, zu w = 15 die Zahlen 12, 15, 16, 22, 25, 
42, 56, 57. Hier ist 

m= 3.4, n= 3.5, v = 3.4.5 = 60, 60 = 12.5, 

, also 

m 12__- n 15 

w^~T2'"' ni~T~ ' 
und da mod. 61 

123 = 153 = 20, 163 = 253 = 9, 

223 = 423 = 34, 563 = 573 = 58 . 

ist, 80 erhalt man die zum Exponenten 60 gehorenden Zahlen, 
indem man jede der vier Zahlen 21, 29, 32, 40 mit jeder der 
vier Zahlen 20, 9, 34, 58 multipliziert und den Rest mod. 61 
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jedes Produkts nimmt. Man iiberzeuge sicb, dafs auf diese Weise 
die in der vorhergehenden Tabelle angegebenen 16 Zahlen wirk- 
lich entsteben. 



§. 74. 

Produkt der zu demselben Exponenten geborenden 

Zahlen. 

Zu den Divisoren 1 und 2 von p — 1 gehort nur je eine 
Zabl. Fiir alle iibrigen Divisoren gilt der 

Lehrsatz. Das Produkt aller zu einem Divisor i 
von jp — 1 geborenden Zablen ist ^ 1 (mod. p). 

Be we is. Es sei a eine zu d geborende Zabl; dann gehort 
auch dC^ zu d, wofern m prim zu d ist. In diesem Falle ist aber 
auch d — m prim zu d, also gehort auch ofi—^ zum Exponenten 
d. Ware nun iw = d — w, so wiirde d = 2m sein, und da der 
Fall d = 2, m = 1 ausgeschlossen ist, so miifste im Widerspruch 
mit der Voraussetzung d durch m teilbar sein. d — m und m 
sind somit ungleich, und da 

«•».«<* — ♦» = a<* ^ 1 (mod. p) 

ist, so lassen sicb die zu d geborenden Zablen in der Weise in 
Gruppen von je zweien zusammenstellen , dafs das Produkt der 
beiden Zablen jeder Gruppe den Best 1 liefert. Es ist somit 
auch das Produkt aller zu d geborenden Zablen ^ 1 (mod. p). 

Beispiel. Fur den Modul 61 gehoren zum Exponenten 10 
die Zablen 3, 27, 41, 52 oder, was dasselbe ist, die Reste der 
Potenzen 3i, 3», 3», 3', und da sowobl 3i.39 = 3io, als auch 
33.37 = 310 fiir den Modul 61 nach Voraussetzung den Rest 1 
liefert, so ist das Produkt aller vier zum Exponenten 10 ge- 
borenden Zablen ^ 1 (mod. 61). 



§. 75. 

Primitive Wurzeln (Euler, Commentationes arithmet. coll. 

I, S. 516). 

Da j) — 1 ein Divisor von p — 1 ist, so lehrt der in §. 73 
bewiesene Satz, dafs die Reihe 
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Primitive Wurzeln. 
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(1) 1, 2, 3, ,.., p-1 

(p(p — 1) Zahlen enthalt, welche zum Exponenten p — 1 ge- 
horen, d. h. Zahlen, von denen die (p — !)*•, aber keine nie- 
drigere Potenz fiir den Modal p den Rest 1 giebt. Jede dieser 
9(jp — 1) Zahlen wird eine primitive Wurzel von p genannt. 
Es sei g eine primitive Wurzel von p\ dann Bind nach §. 71 
die Reste der p — 1 Potenzen 



(2) 



li 9^ 



y\ 



9^ 



— 2 



samtlich voneinander und yon Nail verschieden, stimmen also 
in irgend einer Reihenfolge mit den Zahlen (1) iiberein. Wenn 
es sich demnach um die Eongruenz in Beziehung aaf den Modal 
j9 handelt, so kann jede der Zahlen (1), also iiberhaapt jede 
durch p nicht teilbare ganze Zahl darch cjine Potenz einer primi- 
tiven Warzel g ersetzt werden. • 

Beispiel. Nach der Tabelle des §. 73 ist 2 eine primitive 
Wurzel von 61, and die Zahlen von 1 bis 60 sind den in der 
nachstehenden Tabelle angegebenen Potenzen von 2 fiir den 
Modul 61 kongraent. 





N 

§ 




§ 

o 


SI 


s 

o 
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s 
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l-H 

eU 
SJ 


1 


3 

08 




I 


2« 


11 


215 


21 


2" 


31 


2*» 


41 


254 


51 


258 


2 


2» 


12 


2« 


22 


2" 


32 


2* 


42 


256 


52 


2« 


3 


2« 


13 


240 


23 


257 


33 


2« 


43 


2« 


53 


288 


4 


2* 


14 


2&0 


24 


2» 


34 


248 


44 


217 


54 


2" 


5 


2« 


15. 


228 


25 


2^* 


35 


2" 


45 


234 


55 


237 


6 


27 


16 


2* 


26 


2« 


36 


2^* 


46 


258 


56 


258 


7 


249 


17 


2*7 


27 


218 


37 


289 


47 


2*0 


57 


232 


8 


2« 


18 


218 


28 


2" 


38 


2«7 


48 


210 


58 


238 


9 


2" 


19 


2«« 


29 


2'»6 


39 


246 


49 


288 


59 


2" 


10 


2*8 


20 


2" 


30 


2" 


40 


2" 


50 


i>4S 


60 


3»«. 



Aufgabe. Aas einer primitiven Warzel g der Primzahl p 
alle iibrigen primitiven Wurzeln von p zm berechnen. 

Losang. Wir haben in §. 73 allgemein bewiesen, dafs, 
^enn die Zahl a zam Exponenten d gehort, aach jede Potenz 
«*, deren Exponent fc prim zu d ist, za d gehoren wird. Es 
werden also alle Potenzen von g^ deren Exponenten prim zu 
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2) — 1 sind , primitive Wurzeln von p sein. Da es tp{$ — 1) 
solcher Potenzen giebt, und da auch die.Anzahl der primitiven 
Wurzeln von p gleich ip{p — 1) ist, so warden die Reste jener 
Potenzen die samtlichen primitiven Wurzeln von p sein. 

Bei spiel. 2 ist primitive Wurzel von 61. Nun sind prim 
zu 60 die 16 Zablen 

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59; 

folglich hat 61 die 16 primitiven Wurzeln 

21 = 2, 27 = 6, 211 = 35^ 2^% = ig^ 2^7 = 44, 2i9 = 54, 

223 = 10, 229 = 30, 231 = 59^ 237 = 55^ 2*1 = 26, 2" = 43, 

2*7 = 17, 2*9 = 7, 2^8 = 51, 2^9 = 31. 

§. 76. 
Berechnung einer primitiven Wurzel der Primzahlp. 

Um eine primitive Wurzel von p zu ermitteln, wahle man 
eine durch p nicht teilbare, moglichst kleine Zahl a und be- 
stirame den Exponenten fc, zu welehem sie fur den Modul p ge- 
hort. h ist nach §. 73 ein Divisor von p — 1. Ergiebt sich 
k = p — 1, so ist die Aufgabe gelost, da dann a eine primitive 
Wurzel von p ist. Wenn dagegen h <ip — 1 ist, so wahle man 
eine Zahl 6, die sich unter den Potenzresten von a nicht vor- 
findet, und bestimme den Exponenten fc', zu welehem b gehort 

Nun kann hf kein Divisor von k sein, denn sonst wiirde aus 

V^ "=: a*(^ 1) sich 6 ^ a*' (mod. p) ergeben, h ware also der 
Voraussetzung zuwider ein Potenzrest von a. Dagegen kann V 
ein Vielfaches von k sein. In diesem Falle gehort b zu einem 
grofseren Exponenten als a, und da wir eine zum grolsten Expo- 
nenten, namlich zu p — 1 gehorende Zahl suchen, so sind wir 
unserm Ziele naher gekommen. Wir haben dann den Exponenten 
zu bestimmen, zu welehem eine dritte Zahl gehort, die sich nicht 
unter den Potenzresten von b und daher auch nicht unter den- 
jenigen von a vorfindet, und weiter in der im Folgenden an- 
gegebenen Weise zu verfahren. 

Wenn k' kein Vielfaches von k ist, so nehmen wir das kleinste 
Vielfache v der Zahlen ft, k' und bestimmen eine Zahl c, welcha 
zum Exponenten t; gehort (Aufgabe des §. 73). Wenn v =|)— 1 
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ist, 80 ist c eine primitive Wurzel von p, Im entgegengesetzten 
FalljB haben wir eine Zahl d zu wablen, die sich unter den 
Potenzresten von c nicht vorfindet, den Exponenten fc" zu suchen, 
zu welchem d gehort, und — falls auch k" <Cp — 1 sein soUte — 
eine Zahl zu bestimmen, welcbe zu dem kleinsten Vielfachen von 
V und fc" als Exponenten gehort. Da wir so zu Zahlen gelangen, 
die zu immer grofseren Exponenten gehoren, so werden wir 
schliefslich eine primitive Wurzel von p erhalten. 

Beispiele. L Es soil eine primitive Wurzel von 41 be- 
stimmt werden. Die Potenzreste von 2 sind 

2, 4, 8, 16, 32, 23, 5, 10, 20, 40, 39, 37, 33, 25, 9, 18, 36, 31, 21, 1. 

Die Zahl 2 gehort also zum Exponenten 20. Unter den Potenz- 
resten von 2 ist 3 nicht enthalten. Die Potenzreste von 3 sind 

3, 9, 27, 40, 38, 32, 14, 1. 

Die Zahl 3 gehort somit zum Exponenten 8. Das kleinste 
Vielfache von 20 und 8 ist 40 = 5 . 8, und da 

^=4 ^=1 

5 ' 8 

ist, so ergiebt sich als primitive Wurzel von 41 die Zahl 

24.31 = 48 = 7 (mod. 41). 

n. Fiir den Modul 73 sind die Potenzreste von 2 

2, 4, 8, 16, 32, 64, 55, 37, 1. 

Somit gehort 2 zum Exponenten 9. Die Potenzreste von 3 sind 

3, 9, 27, 8, 24, 72, 70, 64, 46, 65, 49, 1. 

Somit gehort 3 zum Exponenten 12. Das kleinste Vielfache von 
9 und 12 ist 36 = 9 . 4, und da 

^-1 l?-3 

9 - ^' 4 "" ^ 

ist, so gehort 21.3^ = 54 zum Exponenten 36. 
Die Potenzreste von 54 sind 

54, 69, 3, 16, 61, 9, 48, 37, 27, 71, 38, 8, 67, 41, 24, 55, 50, 72, 
19, 4, 70, 57, 12, 64, 25, 36, 46, 2, 35, 65, 6, 32, 49, 18, 23, 1. 

[Man beachte, dafs sich unter den Potenzresten von 54 die von 
2 und die von 3 vorfinden miissen.] Die kleinste unter diesen 

Wertheim, Zahleulehre. 26 
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Potenzresten nicht vorkommende Zahl ist 5, und die Rechnung 
ergiebt, dafs erst die 72. Potenz von 5 den Rest 1 (mod. 73) 
liefert, dafs also 5 eine (und zwar die kleinste) primitive Wurzel 
von 73 ist. 

Anmerkungl. Wenn a zum Exponenten ^—^ — gehort 

und ^—^ — eine ungerade Zahl ist, so ist — a ^ p — a eine 

primitive Wurzel von p. - 

Die Reste von — a stimmen namlich, abgesehen von den 
Vorzeichen der ungeraden Potenzen, mit denen von -|- a iiber- 

^^^ p — 1 

ein, und da a ^ ^ -|- 1 und ^-—^ — ungerade ist, so wird 

(_ a) » = - 1, 

also erst 

(— a)i>-i = + 1 (mod. p) 
sein. 

Will man die Potenzreste von — a haben, so schreibt man 

diejenigen von -f- ^ zweimal bin, giebt jeder Potenz mit un- 

geradem Exponenten das Zeichen — und ersetzt sodann jeden 

negativen Rest durch die kleinste ihm kongruente positive Zahl. 

Beispiel. Fiir den Modul 43 gehort 9 zum Exponenten 
21, also — 9 ^ 34 zum Exponenten 42. Die Zahl 34 ist somit 
eine primitive Wurzel von 43. 

Die Potenzreste von -|- 9 fiir den Modul 43 sind 

9, 38, 41, 25, 10, 4, 36, 23, 35, 14, 40, 
16, 15, 6, 11, 13, 31, 21, 17, 24, 1; 

folglich sind diejenigen von — 9 ^ 34 

— 9, 38, — 41, 25, — 10, 4, — 36, 23, — 35, 14, 

— 40, 16, — 15, 6, — 11, 13, — 31, 21, — 17, 24, 

— 1, 9, — 38, 41, — 25, 10, — 4, 36, — 23, 35, 

— 14, 40, — 16, 15, — 6, 11, — 13, 31, — 21, 17, 

— 24, 1 

oder 

34, 38, 2, 25, 33, 4, 7, 23, 8, 14, 3, 16, 28, 6, 32, 13, 12, 21, 26, 
24, 42, 9, 5, 41, 18, 10, 39, 36, 20, 35, 29, 40, 27, 15, 37, 11, 30, 

31, 22, 17, 19, 1. 
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Anmerkang 11. Wenn es sich um die Ermittlung von 
primitiven Wurzeln recht grofser Primzahlen handelt, ist es rat- 
sam, diejenigen Zahlen, von denen man nicht schon im yoraus 
weifs, dafs sie unmoglich primitive Wurzeln sein konnen, der 
Reihe nach, von der kleinsten anfangend, zu priifen. Man kann 
sich dabei darauf beschranken, unter Anwendung einer moglichst 
weit ausgedehnten Tabelle der Quadratzahlen diejenigen Potenz- 
reste zu berechnen, deren Exponenten die Divisoren von p — 1 
sind. In vielen Fallen babe ich den folgenden Satz fur niitzlich 
gefunden: Wenn a"^ '^ r und a^*^ ^ r — 1 ist, so ist 

^8m ^ — 1 (mod. p). 
Es ist namlich 

a^»^ = a^^ , a^ ^ (r — l)r ^ r^ — r (mod. p). 

Ferner ist ebensovirobl r^ ^^ a^**^^ als auch r — 1 ^ a^»**, 
also r^ ^ r — 1, folglich r^ — r ^ — 1, d. i. 

^8 m ^ — I (mod. p). 
Aus 2»7i = 1351 und 2i»*2 = 1350 folgt z. B. 

22913 = — 1 (mod. 5827), 

und da keine niedrigere Potenz von 2 den Rest — 1 lielert, so 
ist erst 2^26 ^^ _|_ j^ also 2 eine primitive Wurzel von 5827. 

Anmerkung IIL Die Aufgabe, aus der Form einer Prim- 
zahl p zu schliefsen, dafs eine gegebene Zahl a eine primitive 
Wurzel derselben sei, ist nur fiir die Primzahlen p = 2**g -(- 1, 
wo n eine ganze Zahl bezeichnet und q = I oder eine ungerade 
Primzahl ist, behandelt worden (vergl. Tschebyscheff, Theorie 
der Kongruenzen, deutsch von Schapira, Berlin 1889, S. 306 
bis 313 und G. Wertheim, Primitive Wurzeln der Primzahlen 
von der Form 2* g^ -|- 1 u. s. w. Acta mathematica Bd. 20, 
S. 143 — 152). Der Anhang enthalt eine Tabelle der kleinsten 
primitiven Wurzeln aller Primzahlen unter 6200. 

§. 77. 
Indizes (Euler, Commentationes arithmet. coll. I, p. 516). 

Es sei g eine primitive Wurzel der Primzahl p und a eine 
beliebige durch p nicht teilbare Zahl. Dann lafst sich, wie wir 
in §. 75 gesehen haben, ein Exponent a angeben, fur welchen 

16* 
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a ^ g" (mod. p) 

ist. Man nennt cc den Index von a fiir die Basis g und schreibt 
a = ^Ind. a oder, wenn die Angabe der Basis nicht erforderlich 
ist, a = Ind. a. Da nun wegen gP—^ ^ 1 auch ^fc(p— i) ^ l, also 

g<'.g^(P-'^\ d. i. 

g« + fc(i>-i) ^ a (mod. p) 

ist, so konnen wir a -\- k {p — 1), d. i. jede Zahl, welche fiir 
den Modul p — 1 kongruent a ist, als Index von a ansehen und 

Ind. a ^ a (mod. p — 1) 
schreiben. 

Beispiel. Fiir die primitive Wurzel 34 von 43 ist nach 

§. 76 

13 = 3416 (mod. 43), 
also 

Ind. 13 = 16 (mod. 42). 

Lehrsatz. Der Index eines Produkts ist der Summe 
der Indizes der einzelnen Faktoren nach dem Modul 
p — 1 kongruent. 

Bewcis. Es seien n Zahlen gegeben: 

a=:g^, b=:g^, . . ., c =: g^ (mod. p), 
dann ist 

a6...c^5f'' + i*+* + y (mod. p), 
also 



Ind. (a6...c)^a-l-j3«»«-|-y (mod. p — 1). 

Nun sind aber a, /3, . . ., y beziehungsweise die Indizes von 
a, 6, . . ., c, somit ist 



Ind. (a 6 . . . c) ^ Ind. a -f- Ind. i -J" * * • + I^^* ^ (rood, p — 1). 

Zusatz. Der Index der n*®^ Potenz einer Zahl ist 
dem nfachen des Index der Zahl nach dem Modul 
p — 1 kongruent. 

Beweis. Wird in der letzten Formel jeder der Faktoren 
= a angenommen, so geht dieselbe, da der Voraussetzung nach 
n Faktoren vorhanden sind, iiber in 



Ind. a"^ ^ n Ind. a (mod. p — 1). 
Beispiele. Nach §. 75 ist fiir |) = 61 und g -= 2 
Ind. 3 = 6, Ind. 5 = 22, Ind. 7 = 49, 
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also Ind. (3.5.7), d. i. Ind. 105 oder Ind. 44 = 6 + 22 + 49 
^ 77 ^ 17 (mod. 60), was nach der Tabelle richtig ist. Ebenso 
folgt aus Ind. 11 ^ 15, dafs 

Ind. 112 = Ind. 60 = 30, Ind. 11^ = Ind. 660 = Ind. 50 = 45 

ist, n. 8. w. 

Wegen der zahlreichen Anwendungen, welche die Indizes 
iinden, ist es wunschenswert, Tafeln zu besitzen, welche fiir alle 
unter einer gewissen Grenze liegenden Primzahien p die Indizes 
der Zahlen 1, 2, 3, . . ., p — 1 und umgekehrt auch die Zahlen 
liefern, die den Indizes 

0, 1, 2, ...,!> — 2 

entsprechen. Die von Jacobi 1839 in Berlin unter dem Titel 
Canon arithmeticus veroffentlichten Tafeln umfassen die 
Primzahien unter 1000. Schon vorher hatt« nach Hermann 
Schapira der russische Mathematiker Ostrogradsky Indizes- 
tafeln fiir die unter 200 liegenden Primzahien seinen Vorlesungen 
iiber algebraische und transcendente Analysis beigefugt. Am 
Ende dieses Werkes sind die Indizestafeln fiir die in Betracht 
kommenden Zahlen unter 100 gegeben. 

Auflosung der Kongruenz ersten Grades mittels der 

Indizes. 

Es soil die Kongruenz 

ax ^=ih (mod. p) 

aufgelost werden. Nach dem Lehrsatz des §. 77 ist 

Ind. a -(- Ind. x ^ Ind. h (mod. p — 1), 
folglich 

Ind. X ^ Ind. h — Ind. a (mod. p — 1). 

Man findet also a:, indem man Ind. a von Ind. h subtrahiert und 
die Zahl nimmt, welche die erhaltene Differenz zum Index hat. 
Auf diese Weise lassen sich alle Kongruenzen ersten Grades 
mit einer Unbekannten losen, auch diejenigen, deren Moduln zu- 
sammengesetzte Zahlen sind, da man solche Kongruenzen, wie 
wir in §. 36 gesehen haben, auf Kongruenzen mit Primzahlmoduln 
zuriickftihren kann. 
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oder 



Beispiele. 

I. 39 a; + 23 y = 2940. 
39 a; = 2940 (mod. 23), 
16 a; = 19 (mod. 23). 
Daraus folgt 

Ind. X = Ind. 19 — Ind. 16 (mod. 22) 

Ind. a? = 15 — 8 = 7 (mod. 22), 
x=n (mod. 23), 
a;=17 + 23&. 

39.17 + 39. 23 A; + 23y = 2940, 
39.23fc-|- 23y = 2277, 
39 fc -f y = 99, 

y =99 — 39fc. 



k 


a; — 17 + 23 ^- 


2/ = 99 — 39 ^• 





17 


99 


1 


40 


60 


2 


63 


21. 



II. 29 x = 301 (mod. 817), 817 = 19.43. 
29 x= 301 (mod. 19), 
10 a; = 16 (mod. 19), 
Ind. x'= Ind. 16 — Ind. 10 (mod. 18), 
Ind. a; = 4— 17 = — 13 = 5 (mod. 18), 
a; = 13 (mod. 19), 
a; = 13 + 19fc. 

29(13 + 19fc) = 301 (mod. 19.43), 
29 . 19 fc = — 76 (mod. 19 . 43), 
29 & = — 4 = 39 (mod. 43). 

Ind. k = Ind. 39 — Ind. 29 (mod. 42), 
Ind. fc = 33 — 41 = — 8 = 34 (mod. 42), 

fc = 31 (mod. 43), 

fc = 31 + 43 2. 

a;= 13 + 19 (31 +43?), 
a; = 602 -f 817 2, 
X = 602 (mod. 817). 
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§. 79. 

Die binomische Kongruenz. — Auflosung derselben 

mittels der Indizes. 

Unter einer binomischen Kongruenz versteht man eine Eon- 
gruenz Yon der Form ax^ ^ b (mod. m), wo a, &, m, n ganze 
Zahlen bedeuten. Wir setzen hier voraus, der Modul sei eine 
Primzahl p. Dabei konnen wir p als von 2 verschieden an- 
nehmen, da sich nach §. 47, Lehrsatz U der Grad einer Eon- 
gruenz unter den Modul hinabdriicken lafst, wir also im Falle 
p :^ 2 die Torgelegte Eongruenz durch eine Eongruenz ersten 
Grades ersetzen konnen. Weiter setzen wir zunachst a = 1, 
h = 1 Toraus, beirachten also die Eongruenz ^ ^ 1 (mod p), 
um von derselben einen Satz zu beweisen, der uns spater von 
Nutzen sein wird. 

Lehrsatz. Wenn eine Zahl a die Eongruenzen 

oa^ ^ l^ a:** ^ 1 (mod. p) 

befriedigt und d der grofste gemeinschaftliche Divisor 
von tn und n ist, so ist a auch eine Wurzel der Eon- 
gruenz 

x^ ^ I (mod. p). 

Beweis. Es sei 

m = ftd, n = vd, 

so dafs also fi, v relative Primzahlen sind. Dann lafst sich eine 
ganze Zahl h bestimmen, welche der Bedingung 

Ilk ^ I (mod. v) 

geniigt, und es ist eine ganze Zahl, die wir mit y be- 

zeichnen woUen. Somit ist 

li1c — vtj= 1, 

und daraus folgt durch Multiplikation mit d 

mk — ny = d. 

Da nun a*" ^ 1 (mod. p) ist, so ist auch a"*^^ ^ 1 (mod. p). 
Ebenso folgt aus a" ^ 1 (mod. p)^ dafs a*^y ^ 1 (mod. p) sein 
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wird. Es ist also 

Nun ist aber a und somit auch jede Potenz von a prim zu 
j9, da sonst a'~ ^ (nicht ^ 1) sein wiirde. Wir konnen folglich 
die letzte Kongruenz durch a".^ dividieren und erhalten 

Oder, was dasselbe ist, 

a^ ^ 1 (mod. 2>), 

und das war zu beweisen, 

Zusatz. Wenn d der grofste gemeinschaltliche Di- 
visor von m und p — 1 ist, so hat die Kongruenz 

ir*»* ^ 1 (mod. p) 

d Wurzein, und diese geniigen samtlich auch der 
Kongruenz 

^ ^ 1 (mod. jp). 

Beweis. Wird im vorhergehenden Satze n=p — 1 an- 
genommen, so lehrt derselbe, da jede der p — 1 Zahlen 

1, 2, 3, . . ., i? — 1 

nach dem Fermatschen Satze der Kongruenz a^—^ ^ l(mod.|)) 
geniigt, dafs eine Zahl, welche eine Wurzel der Kongruenz 
xi^ ^ 1 (mod. p) ist, auch Wurzel von oc^ ^ I (mod. p) sein 
mufs, wenn — wie hier vorausgesetzt wird — d der grofste ge- 
meinschaftliche Divisor von m und p — 1 ist. 

m 

Wenn umgekehrt a^ ^ 1 (mod. p) ist, so ist auch (o **)'*, 
d. i. a*** ^ 1 (mod. p), also a eine Wurzel der Kongruenz 

x^ ^ I (mod. p). 

Somit haben die Kongruenzen 

a;*^ ^ 1, ic^ ^ 1 (mod. p) 

genau dieselben Zahlen zu Wurzein, und dafs die letztere Kon- 
gruenz so viele Wurzein besitzt, als ihr Grad Einheiten enthalt, 
ist in §. 47, Zusatz 11 bewiesen worden. 

Aufgabe. Eine Wurzel der Kongruenz 

oc^^ I (mod. p) 
zu finden. 
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LoBung. Bezeichnet | eine beliebige, durch die Primzahl 

p nicht teilbare Zahl, so ist | ^ eine Wurzel der vorgelegten 
Kongruenz. 

Beispiel. Die Kongruenz r*^l (mod. 13) hat die Wurzeia 

23 = 8, 3« = 27 = 1, 4> = 64 = 12, 73 = 343 = 5. 

Wir woUen jetzt zeigen, wie die allgemeine binomische Kon- 
gruenz mittels der Indizes aufgelost wird^ Es soil die Kongruenz 

(1) ax:^ '=: b (mod. p)^ 

in welcher a, h ganze Zahlen, n eine positive ganze Zahl und p 
eine Primzahl bezeichnen, aufgelost werden. Nimmt man beider- 
seits die Indizes fiir eine beliebige Basis, so erhalt man 



(2) n Ind. x ^ Ind. h — Ind. a (mod. p — 1), 

und somit ist die Auflosung von (1) auf die einer Kongruenz 
ersten Grades mit der Unbekannten Ind. x zuriickgefuhrt. Wenn 
die Kongruenz (2) nach §. 34 unmoglich ist, so giebt es auch 
keinen Wert von x^ welcher der Kongruenz (1) geniigte. Im 
entgegengesetzten Falle entspricht jedem sich aus (2) ergebenden 
Wert von Ind. x ein aus den Indizestafeln abzulesender Wert 
von X. 

Beispiel e. L Aus x^ ^ 35 (mod. 61) folgt 

9 Ind. a? = 11 (mod. 60). 

Da der grofste gemeinschaftliche Divisor 3 von 9 und 60 
nicht auch in 11 aufgeht, so ist nach §. 34, Lehrsatz I die 
letzte Kongruenz unmoglich. Somit ist auch die vorgelegte Kon- 
gruenz unlosbar. 

XL Aus 19^17 = 13 (mod. 61) folgt 

17 Ind. re = 40 — 26 = 14 (mod. 60). 
Diese Kongruenz liefert fur die Unbekannte Ind. x den Wert 

Ind. re = 22 (mod. 60). 

V.s ist also 

X ^ h (mod. 61). 

m. 67rr6= 19 (mod. 97). 

6 Ind. X = Ind. 19 — Ind. 67 = 81 — 57 = 24 (mod. 96), 

Ind. X ^ A: (mod. 16). 
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Ind. X hat also die 6 fur den Modul 96 inkongruenten Werte 
4, 20, 36, 52, 68, 84, und diesen entsprecben die sechs verschie- 
denei^ Wurzeln der vorgelegten Kongruenz 

X = 43, 93, 50, 54, 4, 47 (mod. 97) 



Oder 



a; = 97* ±4, ±43, ±47. 



§. 80. 
Die Exponentialkongruenz. 

Die Kongruenz 

a* ^ 6 (mod. p) 
liefert 



a;, Ind. a ^ Ind. h (mod. p — 1), 

sie ist also nur moglich, wenn der grofste gemeinschaftliche Divisor 
von Ind. a und p — 1 auch in Ind. h aufgeht. Sie hat in diesem 
Falle so viele Wurzeln, als dieser grofste gemeinschaftliche Di- 
visor Einheiten enthalt. 

Beispiele. L 

79* = 8 (mod. 97), 
30 a? = 6 (mod. 96), 
5 a? = 1 = — 15 (mod. 16), 
a; = — 3 = 13 (mod. 16), 
a; = 96fc 4- 13, 29, 45, 61, 77, 93. 

II. Welche Reste konnen die Potenzen von 7 fur den Modul 
19 haben und welche nicht? 

Es soil untersucht werden, fiir welche Werte von y die Kon- 
gruenz 

l'^ =:y (mod. 19) 

moglich ist. Dieselbe liefert 

6x ^ Ind. y (mod. 18), 

sie ist also nur moglich, wenn Ind. y durch 6 teilbar ist. Ind, y 
kann daher nur die drei Werte 0, 6, 12 haben, und diesen ent- 
sprecben die Werte 

2/ = 19fe + 1, 7, 11. 
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Die Potenzen von 7 konnen fur den Modul 19 also nur die Reste 
1, 7, 11 haben. Dieses Resultat lafst sich leicht bestatigen: Es 
ist mod. 19 

70 = 1^ 7' = 7, 72 = 49 = 11, 7» = 77 = 1, 

also gehort 7 flir den Modul 19 zum Exponenten 3, und die 

Reste 1, 7, 11 kehren in derselben Reibenfolge unaufhorlich 

wieder. 

UI. 78«-i = 53 (mod. 89), 

{Sx — 1) Ind. 7 = Ind. 53 (mod. 88), 
(3:r — 1)81 = 78 (mod. 88), 
(3 a; — 1) 27 = 26 (mod. 88). 

In der Reihe 

26, 114, 202, 290, 378, . . . 

ist 378 das erste durch 27 teilbare Glied, und zwar ist 

378 : 27 = 14, 
also 

3a; — 1 = 14 

X ^ 6 (mod. 88). 



§. 81. 

Zusammenhang zwischen den fiir zwei verschiedene 
primitive Wurzeln genommenen Indizes einer Zabl. 

Nach §. 75 ist 

25 = 2*4 (mod. 61), 
also 

2 Ind. 25 = 44 (mod. 60). 

Wir stellen uns die Aufgabe, den Index von 25 fur die primitive 
Wurzel 6 zu finden, also die Kongruenz 6* ^ 25 (mod. 61) zu 
losen. Aus 

6» = 2** (mod. 61) 

folgt, wenn beiderseits die Indizes fiir die (neue) Basis 6 ge- 
nommen werden, 

a? = 44 . 6 Ind. 2 (mod. 60). 

Es handelt sich also darum, ^Ind. 2 zu bestimmen, d. i. die Kon- 
gruenz 
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6y = 2 (mod. 61) 
zu losen. Man erhalt, da ^Ind. 6 = 7 ist, 

ly = l (mod. 60), 
und daraus folgt 

2/ = 43 (mod. 60). 

[In der Reihe 1, 61, 121, 181, 241, 301, ... ist namlich 301 das 
erste durch 7 teilbare Glied und 301 : 7 = 43.] Es ist also . 

a: = 44 . 43 = 1892 = 32 (mod. 60), 
d. h. 

«Ind. 25 = 32 (mod. 60). 

[Probe: 6^ = 36, 6* = 1296 = 15, 6^ = 225 = 42, 6^6 = 1764 

= _ 5, 632 = -f 25 (mod. 61).] 

Wir konnen jetzt, wenn wir woUen, samtliche fiir die Basis 
2 genommenen Indizes fiir die Basis 6 nehmen, indem wir jeden 
der ersteren mit 43 multiplizieren und den Rest des Produkts 
fiir den Modul 60 bestimmen. Nach §. 75 ist z. B. mod. 60 



fiir ^ = 2: 

Ind. 11 = 15, 
Ind. 12 = 8, 
Ind. 13 = 40, 



folglich fiir ^ = 6: 

Ind. 11 = 15.43 = 645 = 45, 
Ind. 12= 8.43= 344 = 44, 
Ind. 13 = 40.43 = 1720 = 40. 

Allgemein nehmen wir an, es seien die Indizes der Zahlen 

1, 2, 3, . . ., 1) — 1 

fiir irgend eine primitive Wurzel g als Basis bestimmt, und es 

werde verlangt, die Indizes derselben 2ahlen fiir eine zweite 

primitive Wurzel h zu finden. 

Ist 

a ^ p**, also a ^ s'lnd. a, 

a ^ h^\ also a' ^ '^Ind. a, 
folglich 

so ergiebt sich, wenn man beiderseits die Indizes fiir die (neue) 

Basis h nimmt, 

a . '*Ind. g ^ a', 
d. h. 

'»Ind. a ^ fl'Ind. a . ^Ind. g, 

Man iindet also den Index von a fiir die neue Basis A, indem 
man den Index von a fiir die friihere Basis g mit dem fur die 
neue Basis genommenen Index dieser friiheren Basis multipliziert. 
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Die Indizes einer Zahl u. s. w. 
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Miin bestatige diese Kegel an den beiden folgenden Tabellen 

I. mod. 11. 



Fur die 
primitive 






iel 


5 der 


Index der Zahl 






Wurzel 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


2 


10 


1 


8 


2 


4 


9 


7 


3 


6 


5 


6 


10 


9 


2 


8 


6 


1 


3 


7 


4 


5 


7 


10 


3 


4 


G 


2 


7 


1 


9 


8 


5 


8 


10 


7 


6 


4 


8 


3 


9 


1 


2 


6. 











11- 


mod. 13 


« 












Fur die 
primitive 


ist der Index der Zahl 


Wurzel 


1 


2 


8 


4 


5 


6 7 8 9 


10 


11 


12 


2 


12 


1 


4 


2 


9 


5 


11 


3 8 


10 


7 


6 


6 


12 


5 


8 


10 


9 


1 


7 


3 


4 


2 


11 


6 


7 


12 


11 


8 


10 


3 


7 


1 


9 


4 


2 


5 


6 


11 


12 


7 


4 


2 


3 


11 


5 


9 


8 


10 


1 


6. 



§. 82. 

Die Indizes einer Zahl und der Exponent, zu welchem 

die Zahl gehort. 

Es soil der Exponent bestimmt werden, zu welchem eine 
gegebene Zahl a fiir die Primzahl p gehort, d. i. der kleinste 
Wert (aufser Null) von x, fiir welchen 

a* ^ 1 (mod. p) 

ist. Nehmen wir beiderseits die Indizes fiir eine beliebige primi- 
tive Wurzel von p, so erhalten wir 

X . Ind. a ^ (mod. p — 1), 

und daraus folgt, wenn d der grofste gemeinschaftliche Divisor 
Ton Ind. a und p — 1 ist, 

p-r 



-"{ 



X ^ { mod. 



d 



) 
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p 1 

Der kleinste Wert von x (aufser Null) ist also ^—^ — , d. h. man 

findet den Exponenten, zu welchem die Zahl a fur den Modul p 
gehort, indem man p — 1 durch den grofsten gemeinschaftlicben 
Divisor d von p — 1 und dem fur eine beliebige primitive Wurzel 
von p genommenen Index von a dividiert. 

Beispiel. Fiir p = 29 und die primitive Wurzel 2 ist 
Ind. 5 = 22. Der grofste gemeinschaftliche Divisor von 28 und 
22 ist 2; also gehort 5 fiir die Primzahl 29 zum Exponenten 

2 "~ 

Wenn umgekehrt eine Zahl a zum Exponenten ^—^ — gehort, 

so ist d der grofste gemeinschaftliche Divisor von p — 1 und 
dem Index von a, gleichgiltig , fiir welche primitive Wurzel von 
p der Index genommen sei. Da namlich fiir jede primitive 
Wurzel g 

gjxid. a ^ ^ (mod. p) 

ist und a zum Exponenten ^—-7 — gehort, so mufs 

g ^ * ^ 1 (mod. p)y 
also 

^— -J — Ind. a 
a 

ein Vielfaches von p -^ I oder Ind. a ein Vielfaches von d sein. 

Ferner ist p — 1 ebenfalls ein Vielfaches von d, da ^—-^ — als 

Exponent, zu welchem a gehort, eine ganze Zahl ist d ist also 
ein gemeinschaftlicher Divisor von p — 1 und Ind. a. Es sei 

Ind. a = ad^ p — I = fid. 

Wenn wir jetzt zeigen konnen, dafs cc und fi prim zu einander 
sind, so ist bewiesen, dafs d der grofste gemeinschaftliche Di- 
visor von Ind. a und p — 1 ist. 

Hatten a und fi einen grofsten gemeinschaftlicben Divisor 
5 >► 1, ware etwa 

wo also a^, fi^ als prim zu einander vorausgesetzt werden, so ware 
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folglich 



Ind. a^ocd^a^Sd (mod. p — 1), 

a ^ g^i^^ (mod. p), 
und daraus wiirde durch Erhebung auf die /SJ* Potenz 

O/^i ^ y«ift<Jd ^ goii^d ^ g|ai(l> — 1) ^ 1 (mod. ^) 

folgen, d. h. a wiirde, der Voraussetzung zuwider, zu einem Expo- 
nenten /3i < /3 gehoreu. Somit ist d in der That der grofste 
gemeinschaftliche Divisor von Ind. a und p, — 1. 

Aufgabe. Es sind die Indizes der Zablen 

1, 2, 3, . . ., i) — 1 

fiir eine beliebige primitive Wurzel von p gegeben. Man soil 
mittels derselben diese Zablen unter die Divisoren von p — 1 
als Exponenten verteilen. 

Losung. Man wahlt alle Indizes, die mit p — 1 den grofsten 

gemeinscbaftlicben Divisor ^—j — baben. Die zugeborigen Zablen 

gehoren zum Exponenten d. 
Beispiel. Fiir 

i> = 37, g = 2 

ergiebt sich die Tabelle: 



d 



P-1 

d 



1 
2 
3 
4 
6 
9 
12 
18 

36/ 



36 
18 
12 
9 
6 
4 
3 
2 



Indizes, die mit p — 1 den 
grolBten gemeinschaftlichen 
p-1 



Divisor 



d 



haben. 



{ 



36 

18 

12 

9 

6 

4 

3 

2 

1 

19 



24 
27 
30 

8 
15 
10 

5 
23 



16 
21 
14 

7 



20 
33 
22 
11 



25 I 29 



28 

26 
13 
31 



32 

34 
17 
35 



Entsprechende, also zum 

Exponenten d gehorende 

Zahlen. 



1 

36 

26 

31 

27 

16 

8 

4 

( 2 

\35 



10 






• 




6 










11 










34. 


9 


33 


12 


7 


23 


29 


14 


• 




25 


30 


21 


3 


28 


32 


17 


13 


15 


18 


5 


20 


24 


22 


19. 
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§. 83. 

Summe und Produkt der. Glieder der Periode einer 
Zahl. — Eulers Beweis des Wilsonschen Satzes. 

Lehrsatz I. Die Summe aller Glieder der Periode 
einer Zahl ist ^ (mod. p), 

Beweis. Wir nebmen an, die Zahl a gehore fiir den Modul 
p zum Exponenten n, habe also die Periode a^ a^^ a^y . , .^ a^. 
Die Summe der Glieder dieser Periode ist bekanntlich 

gtl + l _ a ^ a ^gn _ X) 

a — T~ ~ a— 1 ' 

und da a". — 1^0 (mod. p) ist, so wird auch diese Summe 
^ (mod. p) sein, wofern nicht a — 1 ^ 0, d. i. a ^ 1 (mod. p) 
ist, die Periode also aus dem einen Gliede 1 bestebt. 

Beispiele. I. Fiir den Modul 13 bat 2 die Periode 
2, 4, 8, 3, 6, 12, 11, 9, 5, 10, 7, 1. 

Die Summe dieser Zablen ist 78 ^ (mod. 13). 

n. Fiir denselben Modul bat 3 die Periode 1, 3, 9; die 
Summe dieser Zablen ist 13 ^ (mod. 13). 

Lehrsatz n. Das Produkt aller Glieder der Periode 
einer Zahl ist ^ -|- 1 oder ^ — 1 (mod. p), je nachdem 
der Exponent n, zu welchem die Zahl gehort, ungerade 
oder gerade ist. 

L Beweis. Das Produkt der Glieder der Periode 

a, a\ qi\ . . ., a" 
ist 

Wenn nun erstens n ungerade, etwa n = 2v-j- 1 ist^ 

so ist 

n + l = 2i/ + 2, i(n-f 1) = 1/+ 1, 

also n = a^^y-^"^) und, wegen a** ^ 1 (mod. j)), 

77 = + 1 (mod. p). 
Ist dagegen zweitens n gerade, n = 2v, so ergiebt sich 

77 = a' (♦» + !) = a"'' . a'' 
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und ^wegen a" ^ 1 (mod. p), 



1 

n 



77 = a* = a2 = — 1 (mod. jp). 

II. Beweis. Die Glieder der Periode einer zum Expo- 
nenten n gehorenden Zahl a warden, abgesehen von der Reihen- 
folge, erhalten, indem man alle Zahlen nimmt, welche zu den 
Divisor en von n als Exponenten gehoren, wobei die Einheit und 
die Zahl n selbst nicht auszuschliefsen sind. Nun ist nach §. 74 
das Produkt aller zu einem Divisor von n gehorenden Zahlen, 
wenn die Divisoren 1 und 2 unberiicksichtigt gelassen werden, 

^ 4" 1 (naod. p). 

Zum Exponenten 1 gehort immer die Zahl 1, zum Exponenten 2 
die Zahl p — 1. Folglich ist das Produkt aller Glieder der 
Periode einer Zahl ^ -|- 1, wenn der Exponent n den Divisor 
2 nicht besitzt, d. h. ungerade ist. Wenn aber n eine gerade 
Zah.1 ist, so besitzt sie den Divisor 2; somit ist in diesem Falle 
das Produkt aller Glieder der Periode der Zahl 

^ p — 1 ^ — 1 (mod. p). 

Beispiele. I. Oben ist die Periode von 2 fiir den Modul 
13 gegeben. Da nun (mod. 13) 

1.12=— 1, 2.7 = + l, 3. 9 = +l, 
4.10 = +1, 5.8 = 4-1, 6.11=4-1 

ist, so ist das Produkt aller Glieder ^ — 1. 

n. Die Periode von 7 fiir den Modul 37 ist 

7, 12, 10, 33, 9, 26, 34, 16, 1. 

Da nun (mod. 37) 

7.16=1, 12.34=1, 10.26 = 1, 33.9 = 1 

ist, 80 ist das Produkt aller dieser Zahlen ^ 1 (mod. 37). 

Eulers Beweis des Wilsonschen Satzes (Opuscula 
analytica I, p. 329). — Bezeichnet g eine primitive Wurzel von 
^, so enthalt die Periode von g alle Zahlen 

1, 2, 3, . • ., p — 1. 

Da niin in diesem Falle der Exponent, zu welchem g gehort, 
eine gerade Zahl, namlich p — 1 ist, so ist nach Lehrsatz II 

Wertheim, Zahlenlehre. ^y 
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1.2.3...(p — 1) = — 1 (mod. p), 
d. h. 

1.2.3...(i) — 1)+ 1 

ist durch p teilbar. 

§. 84 

Produkt der primitiven Wurzeln einer Primzahl. — 
Summe der Indizes einer Zahl. 

Die Primzahl 3 hat nur die eine primitive Wurzel 2. Fiir 
jede andere Primzahl ist (p(p — 1), d. i. die Anzahl der primi- 
tiven Wurzeln, eine gerade Zahl, und nach dem in §. 74 be- 
wiesenen allgemeinen Satze ist das Produkt aller primitiven 
Wurzeln ^ -f- 1 (mod. p)^ da sich dieselben in Gruppen von je 
zweien in der Weise zusammenstellen lassen, dafs das Produkt 
der Wurzeln jeder Gruppe ^ -f- 1 (mod. p) ist. 

Wir denken uns nun fiir jede der primitiven Wurzeln den 
kleinsten positiven, d. i* den zwischen und p — 1 liegenden 
Index einer (durch p nioht teilbaren) Zahl a genommen. Fiir 
diese Indizes gilt der 

Lehrsatz (Paul Epstein, miindliche Mitteilung): Die 
Summe aller Indizes einer Zahl ist J(p — l)(p(p — 1). 

Beweis. Es seien g^ g^ zwei primitive Wurzeln von p, fur 
welche man 

flf.^i = 1 Oder g.g^ ^ gP-\ also gr^ = gP-^{moA. p) 

hat. Ferner sei 



s Ind. a ^ a, ffi Ind. a ^ a^ (mod. p — 1), 
also 

a = g^ ^g^i = g(p-^)«i (mod. p). 

Dann mufs 



cc ^ (p — 2)ai ^ (p — l)ai — a^ =: ■— a^ (mod. p — 1), 

folglich 

a -f- «! ^ (mod. p — 1) 

sein. Nun soil jeder der Indizes a, «! "zwischen und p — 1 
liegen. Somit ist 

. « + «!.— ^— 1. 

Wenn also das Produkt zweier primitiven Wurzeln ^ 1 (mod. p) 
ist, so ist die Summe der fiir dieselben genommenen kleinsten 
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positiven Indizes einer Zahl gleich p — 1. Nun sind qp (p — 1) 
primitive Wurzeln, also 1 9 (jp — 1) Gruppen von je zweien vor- 
handen, und da jede Gruppe als Summe der zugehorigen Indizes 

p 1 liefert, so ist die Summe aller kleinsten positiven Indizes 

einer Zahl a gleich 2 ^{v — ^)-{P — !)• 

Beispiel. In der folgenden Tabelle, in der |) == 43 an- 
genomnaen ist, sind je zwei primitive Wurzeln, deren Produkt 
= 1 (mod. p) ist, z. B. 3 und 29, 5 und 26, u. s. w. nebenein- 
aiider gestellt. 



Zabl 






Index 


f iir 


die primitive 


Wurzel 




3 


29 


5 


26 


12 


18 !| 19 

1 


34 j 20 


28 


30 


33 ! Summe 

1 


4 


12 


30 


24 


18 


30 


12 


36 


6 


6 


36 


24 


1 
18 


252 


7 


35 


7 


35 


7 


35 


7 


35 


7 


35 


7 


7 


35 


252 


2 


27 


15 


33 


9 


15 


27 


39 


3 


3 


39 


33 


9 


252. 



Es ist 



9?(42) = 9(6)9(7) = 2.6 = 12, 
f.42 = 21 und 21.12 = 252. 



§. B5. 

Summe der zu einem Exponenten gehorenden Zahlen. — 
Summe der primitiven Wurzeln einer Primzahl. 

Zu dem Divisor 1 von p ^ \ gehort nur die Zahl 1. Fiir 
jeden andern Divisor d von p — 1 gilt der 

Xelirsatz. Die Summe aller zum Exponenten d ge- 
horenden Zahlen ist ^ (mod. p)^ wenn d durch irgend 
eine Quadratzahl teilbar ist; sie ist 

^ ± 1 (mod. p), 

^wenn d jeden seiner Primfaktoren riur in der ersten 
Potenz enthalt, und zwar ist das obere oder untere 
Zeichen zu nehmen, jenachdem die xVnzahl dieser un- 
gleichen Primfaktoren gerade oder ungerade ist. 

Beweis. Es sei 

d = a«6/*cy . . ., 

17* 
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WO a, ft, c, . . . ungleiche Primzalileii, a, j3, y, . . . ganze positive 

Zahlen bezeichnen. Da d ein Divisor von p — 1 ist, so diirfen 

wir dann 

l> — 1 == lca''¥ cr . . . 

annehmen, wo & ^ 1 ist. 
Ferner seien 

•^l") -^21 -^3? • • • 

die 9 (a") Zahlen, welche zum Exponenten a« gehoren, 

■^l-) -^2t -^St • • • 

die cp(b^) Zahlen, welche zum Exponenten 6/* gehoren, u. s. w. 
Da nun a", 6^, . . . prim zu einander sind, so gehort jedes Pro- 
dukt AB . . . nach §. 73 zum Exponenten a'^bP , . . = d. Durch 
Verbindung jeder der Zahlen A mit jeder der Zahlen B u. s. w. 
entstehen nun (f {a"^) ff (b^) , , , = (p(d) Produkte, und ebenso 
viele Zahlen gehoren nach §. 73 zum Exponenten d. Jene Pro- 
dukte werden also, wofern sie fUr den Modul p inkongruent sind, 
alle zu d gehorenden Zahlen und zwar jede nur einmal dar- 
stellen. 

Diese Inkongruenz zu beweisen, nehmen wir einmal an, es 
ware 

Am Bn Co - • ' ^ Am' Bn' Co' . . * (mod. p). 

Durch Erhebung auf die Potenz b?c^ , , , wUrde sich dann, da 

B^J= 6Y= • . . = £»f = (7«r = . . . - 1 (mod.!)) 
ist, 

A^^ ^'^ • • • ^ A^^, ^^ ' • • (mod. p) 

ergeben. Wir batten also fiir eine beliebige primitive Wurzel 



¥0"^ ... Ind. Am'^ib'^c^ ... Ind. A^' (mod. p — 1), 

Oder, da ^ — 1 = Ica^b? c^ , , , ist, 

Ind. Am ^ Ind. Am' (mod. h a«). 

Nach §. 82 hat nun sowohl Ind. Am^ als auch Ind. A^'^ da 
beide Zahlen Am, Am' zum Exponenten a" gehoren, mit 

p ■— 1 = fc a« 6/* . , . 

den grofsten gemeinschaftlichen Divisor 



a« 



= fcft'^cy . . . 
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Wir konnen also 

Ind. Am=llcb^cy , . ., Ind. A„,^ = V]cb(^cy . . , 

setzeB, wo jede der Zahlen Z, V prim zu a^ sein mufs. Die letzte 
Kongruenz wiirde dann 

Ihb^cy . . . = Vkb^cy , . . (mod. fca") 
oder 

I = V (mod. a«) 

gebes. Es miifste also 

und 

Ind. Am' = llh^y • • • + XUa'^h^cy . . . 



== Ind. Am -|- ^ (p — 1) ^ I'^^i' -4« (mod. jp — 1), 
folglich 

Am' = ^ (mod. p) 

sein, was der Voraussetzung , nach welcher Am und -^^f inkon- 
gruent sein soUen, widerspricht. Die Summe aller zum Expo- 
nenten d = a^h? , , . gehorenden Zahlen ist somit identisch mit 
der Summe aller Produkte ABC , . . oder, was dasselbe ist, mit 
dem Produkte 

(^1 + A + '-){B, + B,'+ ...)(Ci + Ca + ...) •.. 

Uni den Best dieses Produktes fiir den Modul p zu finden, 
berechnen wir irgend einen seiner Faktoren, etwa J.i-|---4a + *"? 
f]. i. die Summe aller zum Exponenten a" gehorenden Zahlen. 

Wenn «= 1, also a^ =z a ist, so gehoren zum Exponenten 
a" die Zahlen 

A, A^ A\ ... ^«-S 

und da nach §. 83, Lehrsatz I 

1-f J. + J.2-I 1- J.«-i = (mod. p) 

ist, so erhalten wir in diesem Falle 

JL + ^2 _j 1_ j^a-i = _ 1 (mod. p). 

Wenn weiter (56 > 1 ist, so gehoren zu a^ aufser A selbst 
auch diejenigen Potenzen von -4, deren Exponenten prim zu a" 
sind, also die Zahlen 

A, A\ A\ . . ., ^«"-i 
mit Ausschlufs von 
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Ihre Summe ist 

(^ + ^2 H 1- ^«"-i) — (J.« 4- ^'" H h ^^"~ ^) 

oder, was dasselbe ist, 

und da die Suirime jeder dieser beiden Reihen Bach §. 83 dixrch 
p teilbar ist, so ist auch die Diflferenz beider Summen, d. i. die 
Summe aller zu a" gehorenden Zahlen ^ (mod. p), 

Wir haben oben fiir die Summe aller zum Exponenten 
d = a'^b^ . . . gehorenden Zahlen das Produkt 

(A + ^, + -")(^i + -B» + ••.)••• 

erhalten, dessen einzelne Faktoren den Faktoren von d, namlich 
a«, fe/*, ,.. entsprechen. Weiter haben wir gezeigt, dafs, wenn d 
einen seiner Primfaktoren, etwa a, in einer hoheren als der ersten 
Potenz enthalt (wenn also d durch eine Quadratzahl a^ teilbar 
ist), der entsprechende Faktor 

J-i -|- JLj + • • • ^ (mod. p) ist. 

In diesem Falle ist dann auch das ganze Produkt, d. i. die 
Summe aller zum Exponenten d gehorenden Zahlen, ^ (mod. p), 
Wenn dagegen d jeden seiner Primfaktoren nur in der ersten 
Potenz enthalt, so ist, wie wir bewiesen haben, jeder Faktor 
jenes Produkts 

^ — 1 (mod. p). 

Das Produkt selbst oder die Summe aller zum Exponenten d 
gehorenden Zahlen ist dann also 

^ -(- 1 oder ^ — 1 (mod. p), 

je nachdem die Anzahl der ungeraden Primfaktoren Uy b^ c^ ... 



von d gerade oder ungerade ist. 

Der vorstehende Satz gilt fiir jeden Divisor d von p — l, 
also auch fiir ^ — 1 selbst. Wir eriialten so den 

Znsatz. Die Summe aller primitiven Wurzeln einer 
Primzahl p ist ^ (mod. p), wenn p — 1 durch eine 
Quadratzahl teilbar ist. Sie ist 

^ ± 1 (mod. p), 

wenn die Zahl p — 1 jeden ihrer Primfaktoren nur in 
der ersten Potenz enthalt, und zwar ist das obere 
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Oder untere Zeicben zii nehmen, je nachdem die Au- 
zahl dieserungleichen Primfaktoren Yon p — 1 gerade 
Oder ungerade ist 

Beispiele. I. Nach der Tabelle des §. 82, in der p = 37 
ist, gehoren 



zum 






die Z 


ahlen 


- 




Summe der- 


Kxponenten 










selben 


1 


1 




1 

1 


1 


1 
I 


1 
1 


1 


2 


36 




\. 








36 — — 1 


3 


10 


26 










36 1 


4 


6 


31 










1 37 


6 


11 


27 










38 + I 


9 


7 


9 


12 


16 


33 


34 


111 


12 


8 


14 


23 


29 






74 


18 


3 


4 


21 


25 


28 


30 1 


111 


36 1 


2 

19 


5 
20 


13 

22 ; 

1 


15 

24 

1 


17 
32' 


18 
35 


1 222 0. 



n. 



p = 43. 



Znm 
Ezponenten 




gehoren d 


ie Za 


hlen 




Summe der- 
selben 


1 


1 










• 


1 


2 


42 












42 1 


3 


6 


36 










42 1 


6 


7 


37 










44 + 1 


7 


4 


11 


16 


2L 


35 


41 


128 - — 1 


14 


2 


8 


22 


27 


32 


39 


130 +1 


n { 


9 
23 


10 
24 


13 
25 


14 
31 


15 
38 


17 
40 


,{259-+ 1 


- { 


3 
26 


5 

28 


12 

29 


18 
30 


19 
33 


20 
34 


1 257 — _ — 1. 



§. 86. 
Aufgaben. 

I. Fiir welche Werte von p und a ist die Eongruenz 
«* = a (mod. p) moglichj und fur welche -nicht? 
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Losung. Wenn die Eongruenz 
(1) x^ ^ a (mod. p) 

bestehen soil, so mufs 



(2) 3 Ind, X ^ Ind. a (mod. i? — 1) 

sein. Diese Kongruenz ist immer (fiir jeden Wert von a) mog- 
lich, wenn 3 prim zn p — 1, also p von der Form 6n — 1 ist. 
Sie hat dann eine einzige Wurzel Ind. x^ und somit hat auch die 
Kongruenz (1) in diesem Falle stets eine, aber auch nur eine 
Losung. 

Wenn dagegen p die Form 6n-|-l hat, so ist (2) und 
daher (1) nur moglich, wenn der Index von a durch 3 teilbar 
ist. Fiir jedes solche a besitzt (2) drei Losungen, die mod. (jp — 1) 
inkongruent sind, also (1) drei mod. p inkongruente Losungen. 

n. Beweise, dafs fur jede primitive Wurzel g 

p — 1 

Ind. {p — 1) ^ ^—n — (mod. p — 1) 

ist. 

Nach dem Fermatschen Satze ist 

gp-^i ^ I (mod. p\ 
also 



9 



p-._i = [,^-'>_i][,l'-Vi] 



durch p teilbar, und da p eine Primzahl ist, so muTs dieselbe 
entweder in den ersten oder in den zweiten Faktor der rechten 
Seite aufgehen. Ginge p in den ersten Faktor auf, ware also 

^y(D~i)_ ^ ^^ (mod. |)), 
so wiirde g der Voraussetzung zuwider zum Exponenten 

2 
gehoren. Daher kann nur 

sein, und daraus folgt 

g^ ^ — 1 ^ p — 1 (mod. jp), 
d, h. 

Ind. (i) — 1) = A(p — l)(mod. f^). 
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in. Wenn der Exponent n, zu welchem eine Zahl a fiir den 
Modal p gebort, ungerade ist, so ist die Kongruenz 

a* -f- 1 ^ (mod. p) 

ttDmoglich (Fermat, Varia Opera math., S. 163 = Oeuvres, 
Bd. n, S. 209). 

Nach §. 82 haben, wenn a zum Exponenten n gebort, Ind. a 

p 1 

und p — 1 den grofsten gemeinschaftlicben Divisor Wir. 

konnen also 

p — 1 = n • und Ind. a = A; • 

w n 

setzen, wo k prim zu n ist. Nun folgt aus 

a* + 1 ^ ^ (mod. p), 
dafs 

a* ^ p — 1 (mod. 2>), 
also 

_p-i 



X Ind. a ^ ^— ^ — (mod. p — 1), 

d. h. 

,p — 1 n p — 1/ . i>— 1\ 

X ' k ' ^ -zr • ( mod. n ) 

n 2 n \ n / 



Oder 



kx ^ — (mod. n) 



sein mufs. Das ist nur moglicb, wenn -^ eine ganze, also n eine 

gerade Zabl ist. Unter dieser Bedingung ist die Eongruenz iiber- 
dies, da k prim zum Modul n ist, stets moglicb. 

IV. Wenn die ganze Zahl q kein Vielfacbes von p — 1 ist, 
so ist 

Sq = 1« + 2« + 3« H [-(P— 1)« = (mod, p). 

Es sei g eine beliebige primitive Wurzel von p. Da dann die 

Zahlen 

1, 2, 3, ._.., (p—l) 

in irgend einer Reihenfolge mit den Resten der Potenzen 

iibereinstimmen, so ist 

Sa = (^ + ^a« + (;3«.^ ]^ gip--^)q = ga , ?l!l^l^ (mod.i?). 
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Nun ist q kein Vielfaches von p -r- 1, also der mod. p genom- 
mene Rest von g^ von 1 versohieden. Daher kann der nach dem 
Fermatschen Satze in g(p—'^)^ — 1 enthaltene Faktor p bei der 
Division durch g^ ^- 1 nicht wegfeUen, und so ist 

Sq ^ (mod. p). 

V. Wenn die Zahl a zu einem durch 4 teilbaren ,Exponenten 

d = 4:d gehort, so gehort auch p — a zu dem Exponenten 4d. 

Aus 

(p — af ^ (— 1)* a^ (mod. p) 

folgt namlich fur h = 28 

{p — ay^ ^ a^^ (mod. p), 

Wenn nun a zum Exponenten 4tS gehort, so ist a^'^ ^ — 1, 
folglich auch (p — a)^^ ^ — 1 und erst {p— ay^ ^ -\- 1, d. h. 
p — a gehort zum Exponenten 45. 

VI. Wenn g eine primitive Wurzel der Primzahl p = 4:n -f- 1 
ist, so ist auch p — g primitive Wurzel. Fiir p = 4n'-j- 8 da- 
gegen gehort, wenn p primitive Wurzel ist, p — g zum Expo- 

nenten^. 

Der Beweis ist mit HUlfe von V zu fiihren. Der Satz ist 
auf seine Richtigkeit mittels der Tabellen des §. 85 zu priifen. 

Vn. Eine aus lauter Neunen gebildete Zahl zu finden, v^elcbe 
durch 41 teilbar ist. 

Es soil 10* — 1 durch 41 teilbar, oder 

10* = 1 (mod. 41) 
sein. Daraus folgt 

8 a; = (mod. 40), 

X ^ (mod. 5). 

Es ist also X = bk, wo 1c jede ganze Zahl sein kann. Der 
kleinste Wert von x ist 5; diesem entspricht die Zahl 99999. 

Andere Losung: Da 10 fiir den Modul 41 zum Expo- 
nenten 5 gehort, so ist 

lO*^— 1 = 99999 

die kleinste durch 41 teilbare Zahl, die aus lauter Neunen ge- 
bildet ist. Allgemein ist lO**^— 1 fiir jeden Wert von k durch 
41 teilbar. 

tJbrigens hatte sich die Aufgabe auch durch Division mit 
41 in 999... losen lassen 
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Vin. Fiir jede Primzahl p ist die Zahl 

(l>-l)(^-2)...(p^ m) ^ J ^^^ ^ _ J ^^ 

1.2...m ' ^ ^^' 

je nachdem m gerade oder ungerade ist. 
Setzt man 

(p — l)(l> — 2) . . . (p — m) _ 

1 . 2 . . . m ~" ' 

so ist • ' 

(2> — 1) (p — 2) . . . (p — w) = \ . 2 . . . m , k 
oder 

|)"» — aii)*»-i -|- aj2'"*-2 — ... ± 1 . 2 . 3 . . . m = 1 . 2 . . . m . /c, 

wo ai, agi • • • gaiize Zahlen sind und das obere oder untere Zeichen 
zu nehmen ist, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Daraus 
folgt 

p^ — ocijp'"-^ -j- OaJP*"""^ — ••• + «m-iP = (fc If l).l .2...m. 

Da die linke Seite durch p teilbar ist, so mufs es audi die 
rechte sein. Jede der Zahlen 1, 2, . . ., n» ist aber < p, Folg- 
lich ist bei geradem m die Zahl fc — 1 , bei ungeradem m da- 
gegen fc + 1 durch p teilbar. 

IX. Wenn a und b zwei durch die Primzahl p nicht teilbare 
ganze Zahlen bezeichnen, so ist a^"^ — 6^""^ durch p teilbar. 
So z. B. ist 310 — 210 = 59049 — 1024 = 58025 ein Vielfaches 
von 11. 



Siebentes Kapitel, 

Potenzreste ftir zusammengesetzte Moduln. 



§. 87. 

Der Exponent, zu welchem eine Zalil fiir einen Modul 

gehort. 

Es seien a und m relative Prirazahlen. Wir betrachten die 
Reihe der Potenzen von a 

X, Urn (^) ***) ^) ••• 

und denken uns jede derselben durch ihren kleinsten positiven 
Rest fiir den Modul m ersetzt. Unter diesen Resten kann sich 
weder Null noch eine Zahl befinden, die mit m einen Faktor ge- 
meinschaftlich hatte; denn da a prim zu m ist, so ist es auch 
jede Potenz von a. Die Reihe der Potenzreste von a kann also 
keine anderen Zahlen als diejenigen enthalten, welche prim zu 
m und nicht grofser als m sind. Damit ist aber nicht gesagt, 
dafs sie auch alle diese Zahlen wirklich enthalten mufs, dafs 
nicht einige derselben fehlen konnen. Wir sehen somit, dafs die 
Anzahl der Potenzreste hochstens (p (m) betragt, und da <p (m)<»» 
ist, so miissen unter den m ersten Gliedern der Reihe 1, a, aV" 
mindestens zwei Glieder vorhanden sein, welche fiir den Modul 
m denselben Rest liefern. Es sei a* ^ a^ (mod. m), und es werde 
k ^ Tc' vorausgesetzt. Dann folgt durch die Division mit a**, 
deren Zulassigkeit aus §. 34 erhellt, 

a^-^ ^ 1 (mod. m), 

und da jede der Zahlen Jc, V kleiner als m ist, so ist auch 
h — h' <^ m. Es giebt somit zwischen 1 und o*^ wenigstens ein 
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Glied in der Reihe 1, a, a^ .. ., a*»*, ..., welches fur den Modal m 
den Rest 1 liefert. 

Moglicherweise sind mehrere Potenzen dieser Art zwischen 
1 und a*» vorhanden. Den Exponenten der niedrigsten Potenz 
Yon a, welche fiir den Modul m den Rest 1 giebt, nennt man 
auch hier den Exponenten, zu welcliem a fiir den Modul 
m gehort, und man erkennt wie im Falle eines Primzahl- 
moduls, dafs, wenn n dieser Exponent ist, die Reste der Potenzen 

1, a, o^ . . ., a"-^ a", . . . 

eine periodische Reihe bilden, indem die Reste der n ersten 
Glieder, die samtlich inkongruent sind, und die man die Period e 
von a fiir den Modul m nennt, sich in unveranderter Folge 
wiederholen. 

Beispiele. I. Die Zahl 3 gehort fiir den Modul 40 zum 
Exponenten 4; ihre Periode ist 3, 9, 27, 1. 

11. Die Zahl 5 gehort fur den Modul 49 zum Exponenten 
42; ihre Periode ist 

5, 25, 27, 37, 38, 43, 19, 46, 34, 23, 17, 36, 33, 18, 41, 9, 45, 29, 
47, 39, 48, 44, 24, 22, 12, 11, 6, 30, 3, 15, 26, 32, 13, 16, 31, 8, 

40, 4, 20, 2, 10, 1. 

§. 88. 

Der verallgemeinerte Fermatsche Satz. (Euler, Com- 

mentationes arithmet. coll. I, p. 274 ff.) 

Wenn eine Zahl a prim zum Modul ist und (p{m) 
wieder die Anzahl der Zahlen bezeichnet, die prim 
zu m und nicht grofser als m sind, so ist 

av (»n) = 1 (mod. m). 
Beweis. Wenn wir jede der (p(fn) Zahlen 

(1) a, /3, y, d, . . ., 

die prim zu m und kleiner als m sind, mit a multiplizieren , so 
erhalten wir die ^(m) Produkte 

(2) a a, a /J, ay, a#, . . ., 

die fiir den Modul m samtlich verschiedene Reste geben werden. 
Hatte man namlich 
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aa^ afi (mod. f»), 

wo a und /3 zwei beliebige, aber voneinander verschiedene Zalilen 

der Reihe (1) sein mogen, so wiirde die nach §. 34 zula^ssige 

Division mit a 

a ^ P (mod. m) 

liefern, und das widerspricht der Annahme, die wir in Betreff 
der Zahlen a, fi gemacht haben. Da somit die Produkte (2) fur 
den Modul m inkongruent sind, und da aufserdem jedes derselben 
offenbar prim zu m ist, so miissen ihre kleinsten positiven Reste 
— abgesehen von der Reihenfolge — mit den Zahlen (1) iiber- 
einstimmen. Es mufs somit das Produkt der Zahlen (2) dem 
Produkt der Zahlen (1) kongruent, also 

av(»»).a.j8.y.d .•• ^ a.p.y.8 ... (mod. m) 

sein. Hieraus folgt durch Division mit ccfiyd ... 

av (m) = 1 (mod. tw). 

Weiter ergeben sich die beiden leicht zu beweisenden Zu- 
satze : 

Zusatz L Der Exponent, zu welchem eine Zahl, die 
prim zum Modul m ist, fiir diesen Modul gehort, ist ein 
Divisor von (p(m), 

Zusatz II. Wenn es eine Zahl giebt, die fiir den 
Modul m zum Exponenten rfi — 1 gehort, so ist m eine 
Frimzahl. 

Anwendungen. I. Es soil gezeigt werden, dafs 

m == 2^^ -j-l = 65537 
eine Frimzahl ist. 

Es sei a = 3. Die Divisoren von m — 1 = 2^6 sind 

1, 2, 22, 2^ . . ., 2i«. 

Nun ergiebt sich mod. 65 537 

31 =3, 32 = 9, 322 = 81, 328 = 812 = 6561, 

32* = 65612 = 43046721 = — 11088, 

326 = (_ 11088)2 = 122943744 = — 3668, 

So fortfahrend iiberzeugt man sich, dafs erst 

32i« = 1 (mod. 65537) 
ist. 2^^ + 1 ist also in der That eine Primzahl. 
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Anmerkung. Zur Ausfiihrung der erforderlichen Quadrie- 
rungen bedient man sich mit Vorteil der „Tafel der Viertel- 
quadrate aller ganzen Zahlen von 1 bis 200000 von Joseph 
13 later. Wien, 1887". Vergl. iibrigens §. 8, Anmerkung II. 

IL Auflosung der Eongruenz ersten Grades mit einer 
Unbekannten (vergl. §. 45). — Um die Kongruenz 

ax '^h (mod. m) 

zu losen, multiplizieren wir beiderseits mit a9("»)--i und erhalten 

ay(«) X ^ fe.a-i + 9'(»») (mod. m) 

Oder, da 

Qfpim) ^ 1 (mod. m) 

ist, 

X ^ 6.a— ^ + v(*"^ (mod. m). 

Beispiel. Es sail die Kongruenz 12a; ^ 13 (mod. 25) ge- 
lost werden. Da q> (25) = 20 ist, so haben wir beide Seiten mit 
1219 ^ — 2 (mod. 25) zu multiplizieren. Wir erhalten 

1220. iT, d. i. a: = — 26 = 24 (mod. 25). 

Anmerkung. Wenn man weifs, dafs die Zahl a fiir den 
Modul m zum Exporienten d <; 9?(m) gehort, so geniigt schon 
eine Multiplikation mit a^~^ 

Beispiel. 

13ic= 5 (mod. 28). 

Da 

132 = 169 = 1 (mod. 28) 

ist , so ist d = 2 , und wir erhalten , wenn wir beide Seiten der 
Kongruenz mit 132— i __- 13 multiplizieren, 

a? = 5 . 13 = 65 = 9 (mod. 28). 

§. 89. 

Verteilung der Zahlen, die prim zu m sind, unter die 

Divisoren von 9?(m)als Exponenten, 

Lehrsatz. Wenn m und n relative Primzahlen sind 
und eine Zahl a fiir den Modul m zum Exponenten a, 
fiir den Modul n zum Exponenten /3 gehort, so gehort sie 

fiir den Modul mn zum Exponenten -j-, wo d den grofsten 

getneinschaftlichen Divisor von a und /5 bezeichnet. 
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Beweis. Es sei 

wo a', /3' prim zu einander Bind. Dann ist 

a«'^ ^ 1 (mod. m), also auch a**'/*'^ ^ 1 (mod. m), 
und ebenso 

aP'^ ^ I (mod. w), also auch a«'/^'* ^ 1 (mod. n). 

Da demnach die DiflFerenz a^'P'^ — 1 durch jede der relativen 
Primzahlen m, n teilbar ist, so ist sie auch durch das Produkt 
mn teilbar, d. h. es ist 

Qcc'^'d = a^ ^ 1 (mod. mn), 

Es ist jetzt noch zu beweisen, dafs a' ^' d der kleinste 
Exponent ist, auf den erhoben a fiir den Modul mn den Rest 1 
liefert. Bezeichnen wir liir einen Augenblick den Exponenten, 
zu welchem a fur den Modul mn gehort, mit c, so ist wegen 
a« ^ 1 (mod. mn) auch a* ^ 1 (mod. w), also e ein Vielfaches 
von a' d, Ebenso ergiebt sich, dafs e ein Vielfaches von /S'd sein 
mufs. e ist also ein Vielfaches von a'/3'd, und da e jeden falls 
nicht grofser als a' §> d sein darf, so ist 

e = a'/i'd = ^. 

d 

Beispiel. Da die Zahl 3 fur den Modul 5 zum Exponenten 
4 und fiir den Modul 7 zura Exponenten 6 gehort, so gehort sie 
fiir den Modul 35 zum Exponenten 

Der vorhergehende Satz ermoglicht es, die Verteilung der 
Zahlen, die prim zu m und nicht grofser als m sind, unter die 
Divisoren von q>{m) auszufiihren , sobald die Verteilung fiir die 
in m enthaltenen Primzahlen als Moduln gegeben ist, ohne dafs 
man notig hatte, die Reihe der Potenzreste jeder einzelnen in 
Betracht kommenden Zahl (bis zum Reste 1) zu berechnen. 

Aufgabe. Die Zahlen zu ermitteln, welche fiir den Modul 
55 zum Exponenten 10 gehoren. 



§. 89. 
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Hiilfstabellen: 

Modul 5. Modal 11. 



Exponent 



Zugehorige 
Zablen 



1 
2 

4 



1 
4 
2, 3. 



Exponent 


Zugehdrige 
Zahlen 


I 
2 
5 

10 


1 

10 

3, 4, 5, 9 
2, 6, 7, 8. 



Losung. Da 10 das kleinste Vielfache von 1 und 10, so- 
wie von 2 und 5, endlich von 2 und 10 ist, so gehoren zum 
Exponenten 10 fiir den Modul 55 

erstens die Zahlen, welche fiir 5 zum Exponenten 1 und zu- 

gleich fUr 11 zum Exponenten 10 gehoren, 

zweitens die Zahlen, welche fiir 5 zum Exponenten 2 und zu- 

gleich fiir 11 zum Exponenten 5 gehoren, 

drittens die Zahlen, welche fiir 5 zum Exponenten 2 und zu- 
gleich fiir 11 zum Exponenten 10 gehoren. 

Fiir den Modul 5 gehoren unterhalb 55 zum Exponenten 1 

(I) 1, 6, 16, 21, 26, 31, 36, 41, 46, 51. 

[Die Zahl 11 mufste weggelassen werden, da sie nicht prim zum 
Modul 55 ist] 

Fur den Modul 11 gehoren unterhalb 55 zum Exponenten 10 

/ 2^ ^^' 2^' ^^5 6, 17, 28, 39; 
'^ ^ \ 7, 18, 29, 51; 8, 19, 41, 52. 

[Die Zahlen 35, 50, 40, 30 mufsten weggelassen werden, da sie 
nicht prim zum Modul 55 sind.] 

Zum Exponenten 10 fiir den Modul 55 gehoren also erstens 
die Zahlen, welche sich zugleich in (I) und (II) vorfinden, nam- 
Uch 6, 41, 46, 51. 

Fiir den Modul 5 gehoren zum Exponenten 2 

(in) 4, 9, 14, 19, 24, 29, 34, 39, 49, 54. 
Fiir den Modul 11 gehoren zum Exponenten 5 

3, 14, 36, 47; 4, 26, 37, 48; 
16, 27, 38, 49; 9, 31, 42, 53. 

Also gehoren fiir den Modul 55 zum Exponenten 10 zweitens 
die Zahlen 4, 9, 14, 49. 

Wertheim, Zahlenlehre. \Q 



(IV) 
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Fiir den Modul 5 gehoren zum Exponenten 2 die Zahlen 
(III), fiir den Modul 11 zum Exponenten 10 die Zahlen (II), also 
fiir den Modul 55 zum Exponenten 10 drittens die Zahlen 
19, 24, 29, 39. 

Die gesuchten Zahlen sind also, der Grofse nach geordnet, 

4, 6, 9, 14, 19, 24, 29, 39, 41, 46, 49, 51. 

Anmerkung. 9 (55) = 40 hat die acht Divisoren 

1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 40. 

Da nun das kleinste Vielfache je einer der Zahlen 1,2,4 mit 
einer der Zahlen 1, 2, 5, 10 weder 8 noch 40 sein kann, so sehen 
wir, dafs es keine Zahl giebt, welche fiir den Modul 55 zum 
Exponenten 8 oder zum Exponenten 40 gehort. Wie sich die 
40 Zahlen, die prim zu 55 und nicht grofser als 55 sind, unter 
die Divisoren von 40 als Exponenten verteilen, ist aus der fol- 
genden Tabelle ersichtlich. 

Modul 55, (p (55) = 40. 



Exponent 



Zugehorige Zahlen 



1 
2 
4 
5 

8 

10 

20 
40 



1 
21 
12 
16 

4 

29 

2 

28 



34 


54 










23 


32 


43 








26 


31 


36 









nicht vorhanden 



6 


9 


14 


19 


24 




39 


41 


46 


49 


51 




3 


7 


8 


13 


17 


18 


37 


33 


42 


47 


48 


52 



nicht vorhanden. 



27 
53 



Fiir den Modul 50 ergiebt sich ebenso die Tabelle: 



Exponent 


Zugehorige Zahlen 


1 


1 














2 


49 














4 


7 


43 












5 


11 


21 


31 


41 








10 


9 


19 


29 


39 








20 


3 


13 


17 


23 


27 


33 


87 



47. 
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In §. 73 haben wir bewiesen, dafs im Falle eines Primzahl- 
moduls p zu jedem Divisor d von 9 (jp) = p — 1 als Exponenten 
q>(d) Zahlen gehoren. Die vorstehenden Beispiele zeigen, dafs 
dieser Satz fiir zusammengesetzte Moduln im allgemeineu nicbt 
besteht. Fiir m = 50 gilt er, fur f» = 55 nicbt. 

Wir nennen auch bier eine Zabl, welcbe fiir den Modul m zam 
Exponenten <p{m) gebort, eine primitive Wurzel von m. Die 
Zahl 50 bat also primitive Wurzeln, d. b. zum Exponenten 
q) (50) = 20 geborende Zablen, und zwar 

<p (20) = qxp (50) = 8 

solche Zablen. Fiir m = 55 sind aber Zablen, die zum Expo- 
nenten g?(55) = 40 geboren, nicbt vorbanden, oder 55 besitzt 
keine primitiven Wurzeln. Es fragt sicb jetzt, welcbe zuSammen- 
gesetzten Zablen primitive Wurzeln besitzen und welcbe nicbt. 



§. 90. 

Zahlen, welcbe keine primitiven Wurzeln besitzen 

konnen. 

Es sei 

m = 2^p^qf' . . ., 

wo ky A, /A, . . . ganze positive Zablen, p, 2, . . . voneinander 
verscbiedene ungerade Primzablen bezeicbnen. Wenn nun eine 
Zahl a prim zu m ist, so ist sie aucb prim zu jedem der 
Faktoren 2*, p^^ g", . . . von w, und dann ist nacb dem verall- 
gemeinerten Fermatscben Satze 

aviih = 1 (mod. 2^), a^'Cp^) = 1 (mod. p^), . . . 

Bezeicbnet daber M das kleinste Vielfache der Exponenten dieser 
Kongruenzen, so ist aucb 

a^ ^ 1 (mod. 2^), a^ = 1 (mod. p'^), a^ = I (mod. qf"), . . ., 

die DiflFerenz a^ — 1 ist somit durcb jeden der Moduln teilbar, und 
da diese prim zu einander sind , so mufs a^ — 1 aucb durcb 
das Produkt derselben teilbar sein, d. b. es ist 

a^ ^ 1 (mod. w). 

Der Exponent, zu welcbem a fiir den Modul m gebort, ist also 
entweder das kleinste Vielfacbe der Zablen 

18* 
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<3P(2*), ip(p'), (fiqf^l ... 

oder ein Divisor dieses Vielfachen. 

Nun ist a eine primitive Wurzel von m, wenn es zum Expo- 
nenten 

<3p(m) = <JP(2*)9(1)^)9(20. •. 

gehort, und dies kann nur der Fall sein, wenn das kleinste Viel- 
fache der Zahlen 

<3P(2^), 9>(P'> 9>(r), ... 

gleich dem Produkt dieser Zahlen ist, wenn also letztere prim 
zu einander sind. Offenbar ist aber jede der Zahlen 

<)p(pO = (p — i)p'"S 9(r) = {a — i)r-\ ... 

gerade, und auch 

g?(2^) = 2*^-1 

ist eine gerade Zahl, wenn A; >> 1 ist. Daher haben diese Zahlen 
jedenfalls den Faktor 2 gemeinschaftlich, ihr kleinstes Vielfache 
ist also kleiner als ihr Produkt, wenn 

erstens m mehr als eine ungerade Primzahl ei;ithalt; 

zweitens m zwar nur eine ungerade Primzahl, aber eine 
hohere als die erste Potenz von 2 enthalt. 

In diesen beiden Fallen kann es also keine primi- 
tive Wurzel geben. 

Es bleibt jetzt noch der Fall zu untersuchen, in welchem 
der Modul iiberhaupt keine ungerade Primzahl enthalt, sondern 
gleich 2* ist, fur welchen Wert von m man nach dem Friiheren 

(p(m) = 2^-1 

hat. Da die Zahl a prim zum Modul vorausgesetzt wird, so 
mufs sie in diesem Falle ungerade, also von einer der beiden 
Formen 4n i 1 sein, und wir erhalten 

a = + 1 -j- 4n, 

a^ — 1 4- 8wi, 

a^' = 1 -f 16 n^, 

a^' = 1 4-32^3, 



^2^-2^ 1 4- 2'^nfc_2, 



wo w, Wi, Wj, . . ., Wfc__2 ganze Zahlen bedeuten. Wenn nun 
A; > 2 ist, so ist die letzte Gleichung gleichbedeutend mit der 
Kongruenz 
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aa*-^ d. i. a"^^^' ^ = 1 (mod. 2*), 

a gehort danach zu einem Exponent en, der kleiner als 9^(2'^) 
ist, und somit giebt es drittens keine primitive Wurzel, wenn 
der Modal eine hohere als die zweite Potenz von 2 ist. 

Primitive Wurzeln konnen also nur yorhanden sein, wenn 
der Modul 

erstens eine Potenz einer ungeraden Primzahl, oder 

zweitens das Doppelte einer Potenz einer ungeraden Prim- 
zahl, oder 

drittens gleich 4 ist. 

Wir woUen jetzt zeigen, dafs es in den beiden ersten Fallen 
(der dritte Fall wird spater besonders betrachtet werden) auch 
thatsachlich primitive Wurzeln giebt, und woUen untersuchen, 
wieviele es sind, wie man sie bestimmt, und welche Anwendungen 
sie finden. 



§. 91. 

Primitive Wurzeln einer Potenz einer ungeraden 

Primzahl. 

Lehrsatz 1. Wenn eine Zahl primitive Wurzel von 
p^ ist, 80 mufs sie auch primitive Wurzel von p sein. 

Bew eis. Angenommen, die Zahl a sei eine primitive Wurzel 
von p^, gehore also fur den Modul p^ zum Exponenten (p — l)p^'~\ 
sie sei aber keine primitive Wurzel von p, sondern gehore fur 
den Modul p zum Exponenten d. Dann mufs d ein eigentlicher 
Divisor von .p — 1 sein, und es ist 

a^ ^ 1 (mod. p) 
oder 

a^ = 1 -j- fcjp, 

wo h eine ganze Zahl bezeichnet. Wird diese Gleichung auf die 
p*® Potenz erhoben, so ergiebt sich 

adp = i^Zjcp^ P^P — ^) fe2p2^ ... 

Oder 

o^p = 1 -f- \p^^ 
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wo Jfci eine ganze Zahl bezeichnet, auf deren Grrofse es hier nicht 
ankommt. Ebenso erhalt man durch nochmalige Erhebung auf 
die jp*® Potenz 

oder 
weiter 

^dp3 = 1 _[- fcg^p*, 



darin bezeichnen 



a^p^ ^ = 1 -f fc;i_ip^; 



'''21 '^Si • • • 1 "''I — 1 

ebenfalls ganze Zahlen. Die letzte Gleichung ist gleichbedeutend 
mit der Kongruenz 

^dp^-i = 1 (mod. f)^). 

Da nun a fiir den Modul jp^ zum Exponenten (jp — V)p^-^ 
gehort, so erfordert diese Kongruenz, dafs dp^—^ ein Vielf aches 
von (p — l)jp^--i, also d ein Vielfaches von p — 1 sei. Das ist 
aber unmoglich, da d ein eigentlicher Divisor von p — 1, also 
<C p — 1 ist. Somit mufs jede Zahl a, die eine primitive Wurzel 
von p^ ist, auch eine primitive Wurzel von p sein. Wenn also 
p^ iiberhaupt primitive Wurzeln besitzt, so sind sie unter den 
primitiven Wurzeln von p zu suchen. 

Lehrsatz !!• Jede primitive Wurzel a von p, ftlr 
welche a^"-^ — 1 nicht durch p^ teilbar ist, ist auch 
eine primitive Wurzel von p^, 

Beweis. Es sei d! der Exponent der hochsten Potenz von 
p, welche in aP—^ — 1 aufgeht, also 

aP-i _ 1 = Tcp^ 

wo U eine ganze Zahl bezeichnet. Dann ist 

ai'-i = 1 + hp^, 

und hieraus erhalt man , wie im Beweise des vorhergehenden 

Satzes, 

aiP-i)P = 1 ^]c^pd + i^ 

a(P-i)P^ = I ^]c^pd-\-2^ 



— 1^«^— <* 



a(p-i)p*-« = 1 _^ ]cx-ip\ 



J 
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wo 2^1, A^s, ... ganze Zahlen bezeichnen. Die letzte Gleichung 
ist gleichbedeutend mit der Eongruenz 

a(J>-i)p*-^ = 1 (mod.p^). 

Soil nun a eine primitive Wurzel von p^ sein, also zum Expo- 
nenten {p — l)p^-"i gehoren, so ist d = 1 anzunehmen. Wenn 
dagegen d > 1 ist, so gehort a fur den Modul p^ zm einem 
Exponenten, der kleiner als {p — \)p^—^ ist, a ist dann also 
keine primitive Wurzel von p^ Die Zahl a, von der wir voraus- 
setzen, dafs sie eine primitive Wurzel von p sei, ist also stets, 
aber auch nur dann eine primitive Wurzel von p^^ wenn die 
nach dem Fermatschen Satze durch p teilbare Zahl a^~^ — 1 
nicht durch p^ teilbar ist 

Beispiele. 3 ist primitive Wurzel von 7, 17, 31. Da nun 
36 — 1 = 728 nicht durch 49, 3i« — 1 = 43046720 nicht durch 
289 und 33o _ l = 205891132094648 nicht durch 961 teilbar 
ist , so ist 3 fiir jeden Wert von A auch primitive Wurzel der 
Potenzen 1\ 17^ 31^. 

Lehrsatz HI. Die Zahl p^ besitzt 

9 9 (i>0 = 9> [(i> — l)i^^~'] = ip — l)i>^-2 9 (2> — 1) 

primitive Wurzelu. 

Beweis. Die Primzahl p besitzt nach §. 75 q){p — 1) primi- 
tive Wurzeln. Eine derselben sei g. Dann ist die Zahl 

a = g -]rhp 

auch eine primitive Wurzel von p\ wenn h so gewahlt wird, dafs 
aP^^ — 1 nicht durch p^ teilbar sei, Es ist aber 

aP-^ — \={g-\- fci>)P-i — 1 = ((/I'-i — 1) 



+ ^^^-fci) + ^^^-,^^/^"^^ ^-3fe.^.+ 



folglich 



o 



« — 1 
flP-i — 1 = (^p-1 — 1) + ^—— — gP-^ hp (mod. ^2). 

Um also a zu einer primitiven Wurzel von p^ zu machen, haben 
wir iiber die in a enthaltene noch unbestimmte Zahl A; so zu 
verfiigen, dafs die rechte Seite der vorhergehenden Kongruenz 
nicht durch pa, also 
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nicht durch p teilbar sei. 

Es ist dies die Summe zweier Zahlen, und wenn die erste 
derselben, d. i. 

P 

durch p teilbar ist, so wird die Summe es nicht sein, wenn 
die zweite Zahl, d. i. 

nicht durch p teilbar ist, oder — da ^ — 1 und g prim zu p 
sind — wenn k kein Vielfaches der Primzahl p ist. Fiir jeden 
solchen Wert von k ist a = g -\- kp eine primitive Wurzel von 
p\ und um alle in diesem Falle vorhandenen primitiven Wurzeln 
von p^ zu erhalten, die fiir diesen Modul inkongruent sind, hat 
man k die (p(p^''^) Werte zu erteilen, die prim zu p und kleiner 
als p^~^ sind. 

Wenn dagegen 

g^-^— 1 

nicht durch p teilbar, sondern ^ a (mod. p), also 

nP "^^ 1 « 1 

^ |-^^-^j — gP-^k = a — gP-^k (mod. p) 

ist, so ergiebt sich durch Multiplikation mit gr wegen g^ — ^^X (niod.jp) 

/nP — '^ — 1 V) 1 \ 

g [^ — h ^— gp-^k^ = ccg — k (mod. p), 

und da g prim zu p ist, das ^fache einer Zahl also durch p 
teilbar ist oder nicht ist, je nachdem die Zahl selbst es ist oder 
nicht ist, so erhalten wir das Resultat, dafs 

a = g + kp 

eine primitive Wurzel von p^ ist, wenn ag — k fiir den Modul 
p einen von Null verschiedenen Rest giebt. Wir bezeichnen 
diesen Rest mit — h\ dann ist 

ag — k ^ — fe, also k ^ ag -\- h (mod. p). 

Fiir jede durch p nicht teilbare Zahl h stellt also der Ausdruck 

a = g -^kp = g ^(ag ^h)p = g (I -Jr ^P) + f^P 
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eine primitive Wurzel von p^ dar. Will man nur die mod. p^ 
inkongruenten primitiven Wurzeln von p^ erhalten, so hat man 
h nur die 9Q>^""^) Werte beizulegen, welche prim zu p und 
kleiner als j)^ — ^ sind. 

Jede primitive Wurzel g von p liefert also in jedem Falle 
q> (i>^~"^) primitive Wurzeln von pK 

Wir haben jetzt noch zu zeigen, dafs die so erhaltenen 
primitiven Wurzeln von p^ fiir diesen Modul inkongruent sind. 

Die Inkongruenz der aus derselben primitiven Wurzel g von 
p entstandenen primitiven Wurzeln von p^ geht aus ihrerBildungs- 
weise ohne weiteres hervor. Es konnen aber auch zwei primi- 
tive Wurzeln von p^^ die aus verschiedenen primitiven Wurzeln 
O-i 9\ vo^ jP herriihren, nicht mod. p^ kongruent sein; denn wenn 

g -\-'kp^gv-\-\p (mod. p^) 
ware, so miifste auch 

^ + fci) = ^1 + fcii) (mod. p\ 
folglich 

g=gi (mod. p) 

sein, und das v^iderspricht der Voraussetzung. 

Da nun p^ keine primitive Wurzel besitzt, die nicht auch 
primitive Wurzel von p ware, und da jede der 9 (p — 1) primi- 
tiven Wurzeln von p uns ^>{p^~^^ primitive Wurzeln von p^ 
liefert, die samtlich — mogen sie von derselben primitiven 
Wurzel oder von verschiedenen primitiven Wurzeln von p her- 
riihren — fiir den Modul p^ inkongruent sind, so besitzt p'^ 

q>(jp — 1).9CP^~*) = (P — l)p^-^fp(p — 1) = 9>(p(p^) 
primitive Wurzeln. 

Aufgabe. Die primitiven Wurzeln von p^ z\x berechnen, 
wenn diejenigen von p gegeben sind. 

Losung. Man nimmt eine primitive Wurzel g von p, divi- 
diert gP~^ — 1 durch p und bestimmt den Rest des Quotienten 
dieser Division fiir den Modul p. Mag nun dieser Rest, den wir 
mit a bezeichnen woUen, Null oder von Null verschieden sein, 
in jedem Falle liefert der Ausdruck 

a = g{l -{- ap)-}-hp 

die <p(j?^^^) inkongruenten primitiven Wurzeln von jp^, welche 
von der primitiven Wurzel g von p herriihren, wenn man h der 
Reihe nach die 9 (p^ - ^) Werte beilegt, die prim zu p und kleiner 
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als jp^ — 1 sind. Wenn man so mit jeder primitiven Wurzel von 
p verfahrt, so erhalt man alle primitiven Wurzeln von p\ 

Beispiele. I. Die Zahl 5 hat die primitiven Wurzeln 2 

und 3. Welches sind die primitiven Wurzeln von 5^ = 125? 

Da 

2* — 1 

-^ = ^ 

und 

^'r^ = 16 = 1 (mod. 5) 

ist, so erhalten wir die primitiven Wurzeln von 125, wenn wir in 
jedem der beiden Ausdrucke 

di = 2(1 + 3.5) + 5fe = 32 -f 5A, 
a^ = 3(1 4- 1.5) -f 5'*= 18 + 5A 

fiir h die 20 Werte setzen^ die prim zu 5 und <; 25 sind, also 
die Werte 

1, 2, 3, 4; 6, 7, 8, 9; 11, 12, 13, 14; 16, 17, 18, 19; 21, 22, 23, 24. 

Der Ausdruck ai liefert also die primitiven Wurzeln 

37, 42, 47, 52; 62, 67, 72, 77; 87, 92, 97, 102; 112, 117, 122, 2; 

12, 17, 22, 27; 

der Ausdruck a^ liefert 

23, 28, 33, 38; 48, 53, 58, 63; 73, 78, 83, 88; 98, 103, 108, 113; 

123, 3, 8, 13. 

n. Welches sind die primitiven Wurzeln von 121? Die 
Zahl 11 hat die primitiven Wurzeln 2, 6, 7, 8, und man erhalt 
diejenigen von 121, wenn man in den vier Ausdriicken 

«! = 2(1 -f 5.11)+ 1U= 112 + ll/i= — 9 +11 A, 
a^ = 6(1 + 5.11)+ nh = 336 + llA = — 27 + 11 A, 
t/g = 7(1 + 2.11)+ 11 A = 161 + llh= 40+ 11 h, 
a, = 8(1 +4.11)+ nh= 360+ 11A = — 3 + 11 A 

h die Werte 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 
beilegt. 



i 



§. 92. Primitive Wurzeln von 2p^. 283 



§. 92. 
Primitive Wurzeln von 2p\ 

Lehrsatz L Jede ungerade Zahl gehort fUr den 
Modul 2p^ zu demselben Exponenten wie fUr den 
Modul p\ 

Beweis. Wir nehmen an, a sei eine ungerade Zahl und 
gehore fiir den Modul p^ zum Exponenten e, so dafs also 

a* ^ 1 (mod. p^) 

ist. Da nun a und folglich auch a^ ungerade ist, so besteht auch 
die Kongruenz 

o** = 1 (mod. 2). 

Somit ist a* — 1 sowohl durch p^ als auch durch 2 teilbar, und 
da p^ und 2 relative Primzahlen sind, so mufs ihr Produkt in 
a^ — 1 aufgehen, folglich 

a* ^ 1 (mod. 2p^) 

sein. e ist somit entweder gleich dem Exponenten, zu welchem 
a fur den Modul 2p^ gehort, und den wir e' nennen woUen, 
Oder ein Vielfaches dieses Exponenten. 
Andererseits folgt aus der Kongruenz 

a«' = 1 (mod. 2p^), 

dafs auch 

o«' ^ 1 (mod. p^) 

ist. e' ist somit entweder gleich e oder ein Vielfaches von e. 
Wir schliefsen daraus, dafs e = e' ist, d. h. dafs a fiir die beiden 
Moduln p^ und 2p^ zu demselben Exponenten gehort. 

Lehrsatz II. Die Zahl 2p^ besitzt ebenso viele pri- 
mitive Wurzeln wie pK 

Beweis. FUr den Modul p^ giebt es (p(p{p^) primitive 
Wurzeln, die teils ungerade, teils gerade sind. Die ungeraden 
sind nach dem vorhergehenden Satze auch primitive Wurzeln 
von 2pK Weiter kann jede gerade primitive Wurzel a von p^ 
durch die mod. p^ ihr kongruente Zahl a -\- p^ ersetzt werden. 
Diese letztere ist ebenfalls eine primitive Wurzel von p^ und, 
-weil sie ungerade ist, auch primitive Wurzel von 2pK Die 
Moduln p^ und 2p^ besitzen also gleich viele primitive Wurzeln. 
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Beispiele. Im Falle m = 27 ist p = 3, gf = 2, 

^ • 22 — 1 
a, d. 1. — ^ — = 1, 

also 

a = 2(1 -f 1.3) + 3fc = 8 + 3fe, 

und darin hat man h die sechs Werte 1, 2, 4, 5, 7, 8 beizulegen. 
Es ergeben sich als primitive Wurzeln von 27 die sechs Zahlen 

11, 14^ 20, 23, 2, 5; 

folglich hat 54 die sechs primitiven Wurzeln 11, 41, 47, 23, 29, 5. 



§. 93. 

Verteilung der Zahlen, die prim zu p^, resp. 2p^ sind, 

unter die Divisoren von (p(jp^) = 9>{^P^) =^ {p — l)i>'^~^ 

als Exponenten. 

Lehrsatz I. Wenn g eine primitive Wurzel von j)^ 
Oder 2p^ ist und h mit {p — l)jp^ — ^ den grofsten ge- 
meinschaftlichen Divisor d hat, so gehort g^ sowohl 
ivLT p^ als auch fiir 2p^ als Modul zum Exponenten 

d 

Beweis. Es sei e der Exponent, zu welchem g^ fiir den in 
Rede stehenden Modul (p^ oder 2p^) gehort; clann ist p*^« ^ l, 
und da g der Voraussetzung nach zum Exponenten {p — l)p^-^ 

ke 

gehort, so mufs ke ein Vielfaches von {p — l)p^ — ^ und — r- ein 

(Jv 

Vielfaches von 

(P- i)p'-' 
d 

sein. -r ist aber prim zu 

{p — 1)2)^""^ 
d ' 

weil d der grofste gemeinschaftliche Divisor von h und (p — l)p*-> 
ist. Somit mufs e ein Vielfaches von 

d 
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sein, und damit e den kleinsten zulassigen Wert erhalte, ist 



^"" d ~ 

anzunehmen. Die Potenz g^ gehoct somit zum Exponenten 

(p_l)pA-i 

d 

Zusatz. Wenn g eine primitive Wurzel von j)^ oder 
2p^ und die Zahl h prim zu (jp — \)p^ — ^ ist, so ist auch 
g^ eine primitive Wurzel vonjp^ oder IpK 

Beweis. Wenn It prim zu (p — 1)^^-^ ist, so ist d = 1. 
Somit gehort dann g^ zum Exponenten (p — X)p^^^. 

Lehrsatz 11. Zu jedem Divisor d von (jp — 1)2>^ — ^ 
gehoren sowohl fiir p^ als auch fiir 2p^ als Modul 
9?(d) Zahlen. 

Beweis. Wir setzen der Kiirze wegen 

und betrachten die Reihe 

9% f\ t"". ..., ^^", 

wo ^f eine primitive Wurzel von p'^ oder ^'g^ bezeichnet. Fiir 
jedes Glied g^'^ dieser Reihe besteht nun zwar die Kongruenz 

(git ay, ^ 1 (mod. j)^ oder 2p^), 

da d« = (i? — 1)2)^ — 1 ist, das Glied ^^" wird aber nur, wenn 
fc prim zu d ist, zujn Exponenten d gehoren. Wenn namlich & 
und d einen grofsten gemeinschaftlichen Divisor 5 > 1 haben, 
so ist schon 

(^gkay ^ 1 (mod. 2)* oder 2^^^), 

& 
da in diesem Falle -^ eine ganze Zahl x und 

^xad = (^«(i>-i)P^-^ ^ 1 (mod. p^ Oder '2i)^) 
i8t» 

Nun enthalt die Reihe der Exponenten 

a, 2a, 3a, . . ., da 
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ebenso viele Glieder, die prim zu d sind, wie die Reihe 

Xj ^} Oj • • •• u^ 



und jedes dieser Glieder liefert eine zum Exponenten d ge- 
horende Zahl. Die so erhaltenen Zahlen sind iiberdies in- 
kongruent; denn ware 

gTc ^ gk' (mod. p^ Oder 2p^) 

und etwa 1c >> h\ so konnten wir, da g prim zum Modul ist, 
durch g^' dividieren und erhielten 

gk—h' ^ 1 (mod. p^ oder 2p^). 

Das ist aber, da Ic — h' <C d und g eine primitive Wurzel von 
p^ oder 2p^ ist, unmoglich. Zum Exponenten d gehoren also in 
der That q)(d) verschiedene Zahlen. 

Aufgabe. Die Zahlen, die prim zum Modul p^ oder 2p^ 
und kleiner als derselbe sind, unter dieDivisoren von (p — 1)^^ — ^ 
als Exponenten zu verteilen. 

Losung. Man stelle diese Zahlen als Potenzen einer primi- 
tiven Wurzel g des Moduls dar. Dann gehort eine Potenz g^^ 
deren Exponent k mit (p — l)p^ — ^ den grofsten gemeinschaft- 
lichen Divisor d hat, zum Exponenten 

(p_l)y-i 
d 

Beispiel. Der Modul sei 25. DieDivisoren von 9 (25) = 20 
sind 1, 2, 4, 5, 10, 20. Eine primitive Wurzel von 25 ist 2, und 
man erhalt die Tabelle: 



Exponent 


Zugehorige Zahlen 


1 


220 








1 








2 


210 








24 








4 


2^ 


215 






7 


18 






5 


2^ 


28 


212 


216 


16 


6 


21 


11 


10 


2* 


2« 


2" 


218 


4 


14 


9 


19 


20 1 


2' 


2* 


2^ 


2' 


2 


8 


3 


12 


2'' 


213 


2'' 


2" 


23 


17 


22 


13 
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§. 94. 

Indizes. — Auflosung der Kongruenz ersten Grades 
und der binomischen Kongruenz fur die Moduln p^ 

und 2pK 

Wenn g eine primitive Wurzel von p^ oder 2p^' ist, so sind, 
wie wir gesehen haben, die Reste der Potenzen 

samtlich voneinander verschieden. Da nun ihre Anzahl gleich 
derjenigen der Zahlen ist, die prim zum Modul und kleiner als 
derselbe sind, so lafst sich jede dieser Zahlen, folglich Uberhaupt 
jede Zahl, die prim zum Modul ist, soweit es sich um die Kon- 
gruenz fiir diesen Modul handelt, durch eine Potenz von g er- 
setzen. Wenn 

a ^ ^^ (mod. p^ oder 2j)^), 
also auch 

a = ^" + (i>-i)i'^"^ (mod. p^ oder 2p^) 

ist, so nennt man, wie im Falle eines Primzahlmoduls , n den 

Index von a und schreibt 

Ind. a ^ n[mod. (p — l)i>^~^]' 

Wenn man auch fur die Moduln p^ und 2p^ Indizestafeln be- 
sitzt (der Anhang enthalt dieselben fur das Gebiet bis 100), so 
ist man imstande, mittels derselben sowohl die Kongruenz ersten 
Grades 

(1) aa: ^ 6 (mod. p^ oder 2p^\ 
als auch die binomische Kongruenz 

(2) ax*» ^ 6 (mod. p^ oder 2p^) 
aufzulosen. Aus (1) erhalt man zunachst 

Ind. a -(- Ind. x ^ Ind. 6 [mod. {p — l)^)^-"^], 

ebenso aus (2) 

Ind. a -|- w.Ind. x ^ Ind. 6 [mod. {p — l)j)^— ^]. 

Diese Kongruenzen bestimmen Ind. rr, und dann liefern die 
Tafeln den Wert, resp. die Werte von x. 
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Beispiele. I. Es soil die Kongruenz 

17ic = 5 (mod. 125) 

gelost werden. Man sieht sofort, dafs x durch 5 teilbar sein 
mufs, dafs also a? = 5| gesetzt werden darf. Dann gelit die 
Kongruenz durch Division mit 5 iiber in 

17 1 = 1 (mod. 25), 
und diese liefert 

Ind. 17 + Ind. | = Ind. 1 (mod. 20), 

d. i. 

13 + Ind. 1 = 0, 

Ind. I = — 13 = 7 (mod. 20). 
Es ist somit 

1 = 3 (mod. 25), 
also 

;z; ^ 15 (mod. 125). 

II. Die Kongruenz 

53 a; = 599 (mod. 882 = 9 . 98) 

losen wir zunachst fiir den Modul 9. Wir erhalten derReihe nach 

53 a; = 599 (mod. 9), 

8x = 5 (mod. 9) J), 

3 + Ind. X ^ 5 (mod. 6), 

Ind. X ^ 2 (mod. 6), 

X ^ 4 (mod. 9), 

X = 4 + 9 &. 

Wird dieser Wert in die vorgelegte Kongruenz eingesetzt, so 
ergiebt sich 

53 (4 + 9 jfc) = 599 (mod. 882), 

212 + 9.53fc = 599 (mod. 882), 

9.53/. = 387 (mod. 882), 

53A; = 43 (mod. 98), 

10 + Ind. 7^ = 6 (mod. 42), 

Ind. A; = — 4 = 38 (mod. 42), 
A; = 23 (mod. 98), 
k = 23 + 98 h'. 

^) Wenn wir nicht die Indizes batten anwenden woUen, so wurden 
wir, da 8 ^ — 1 (mod. 9) ist, — a; = 5, x ^ — 5^4 (mod. 9) ge- 
schlossen haben. 
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£s ist also 

a; = 4 + 9(23 + 98*') = 211 + 882 fc' 
oder 

x = 2U (mod. 882). 
m. Aus 

bx^= 19 (mod. 98) 
folgt 

Tnd. 5 -f 3.1nd. x = Ind. 19 (mod. 42), 

29 4- 3 . Ind. x = 36 (mod. 42), 

3 . Ind. a? = 6 (mod. 42), 

Ind. X ^ 2 (mod. 14). 

Ind. X hat also die drei Werte 2, 16, 30, und diesen entsprechen 
auch drei Werte von a:, namlich 9, 25, 15. 



§. 95. 

Der Modul 2*. — Verteilung der Zahlen, die prim zu 
2^ und kleiner als 2* sind, unter die Divisoren von 2*-*. 

Der Fall, in welchem der Modul eine Potenz von 2 ist, er- 
fordert eine besondere Behandlung. Prim zu demselben sind die 
ungeraden Zahlen. Wir haben also zu untersuchen, wie sich die 
Zahlen 

(1) 1, 3, 5, . . ., 2- - 1 

unter die Divisoren von 9(2*) = 2*-^ als Exponenten verteilen. 

Wenn x = 1 ist, so kommt nur die Zahl 1 in Betracht, und 
diese gehort zum Exponenten 1. 

Wenn x = 2, der Modul also 4 ist, so handelt es sich um 
die Zahlen 1 und 3, von denen die erste zum Exponenten 1, die 
zweite zum Exponenten 2 gehort. In diesen beiden Fallen kann 
man auch von primitiven Wurzeln sprechen, indem man als pri- 
mitive Wurzel von 2 und 4 beziehungsweise die Zahlen 1 und 3 
annimmt. 

Wenn x > 2 ist, so giebt es, wie wir in §. 90 gesehen 
haben, keine zum Exponenten q){2^) = 2*""^ gehorende Zahl, d. i. 
keine primitive Wurzel, da I'lir jede ungerade Zahl a schon 

^2^-2 = 1 (mod. 2*) 

ist. Die Zahlen der Reihe (1) verteilen sich also unter die Expo- 
nenten 

Wertheim, Zahlenlehre. |g 
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und es ist leicht, diese Verteilung vorzunehmen. 

Die Zahl 1 gehort, wie schon bemerkt, zum Exponenten 1. 
Jede andere ungerade Zahl kann auf die Form 

a = 2- A; ± 1 

gebracht werden, wo k ungerade und n ^ 2 ist. Daraus er- 
giebt sich 

aa = 2»**« + 2" + iA; + 1 = 2« + i *;(2"~i * ± 1) + 1 

oder, wenn wir die augenscheinlich ungerade Zahl 

fc(2~-ifc± l) = *i 
setzen, 

a2 = 2» + ifci + 1. 

Soil nun a" zum Exponenten 2 gehoren, also a^^l (mod. 2*) 
sein, so mufs 2" + ^ ein Vielfaches von 2*, also 

n -)- 1 > X 
sein. 

Die Annahme n -\- I = tc ergiebt 

w = x — 1, a = 2*-ifc±l, 

und damit a kleiner als der Modul 2*^ sei, ist h = I anzu- 
nehmen. Zum Exponenten 2 fur den Modul 2* gehoren also zu- 
nachst die beiden Zahlen 2*~* + 1. 
Wird weiter 

n -|- 1 >> 3<, also w > X — 1 

angenommen, so mufs, da a = 2*»& dr 1 kleiner als 2* sein soil, 
n = X und h = 1 angenommen und das Zeichen ± durch — er- 
setzt werden. So erhalten wir als dritte zum Exponenten 2 
gehorende Zahl 2* — 1. Zum Exponenten 2 gehoren fiir den 
Modul 2*, X > 2, also die drei Zahlen 

2'^-! — 1, 2^-1 + 1, 2*— 1. 
Um allgemein die Zahlen zu bestimmen, die zum Exponenten 
2'», w >> 1 gehoren, betrachten wir die Gleichungen 

a =2^k± 1, 
a2 = 2»» + iA;i -f 1, 
a^ = 2« + 2fc^ _|_ 1^ 



a2'^= 2« + '~fc,^+ 1, 
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in denen i, i^, ^, • • ^ %^m ungerade Zahlen bezeichnen. Die 
Zahl a wird fiir den Modul 2* zum Exponenten 2^ gehoren, 
wenn 2*+"* ein Vielfaches von 2*, also 

n -|- m ^ X, 



n 



X 



m 



ist 

Ware n > x — tii^ etwa n = x — m -\- (l, wo ii eine ganze 
positiye Zahl bedeutet, so wiirde 

a — 2*-»"+'**;± 1 
sein, und daraus wiirde 

a«"-"'* = 2«t«^^ + l 
folgen; es ware also 

a^^^ = 1 (mod. 2«), 

d. h. a wiirde nicht zu 2~, sondem zu dem kleineren Exponenten 
2"*-'* gehoren. Die Annahme n > x — i» ist daher unzulassig, 
und wir haben n = x — i», also 

a = 2*— * ± 1' 

anzunehmen. Es ergiebt sich somit das Besultat: 

Um fiir den Modul 2^, x > 2 alle zum Exponenten 2*", 

m ]> 1 gehorenden Zahlen zu erhalten , haben wir in dem Aus- 

druck 

a = 2*-*~ fc ± 1 

k alle ungeraden Werte zu erteilen, fiir welche a < 2* ist. Es 
sind dies die 2"*— ^ Werte 

Zum Exponenten 2*»* gehoren also — wegen des Zeichens ± 
im Ausdruck fiir a — zweimal 2**"*^, d. i. 2** Zahlen, namlich 

2«-«.l±l, 2«-«.3±l, . . ., 2*-"*(2«» — 1)± 1. 
Beispiel. Fiir den Modul 26 = 64 ergiebt sich die Tabelle: 



Exponent 


Zugehorige Zahlen 


Summe 


1 


1 














1 


2 


31 


33 


63 






1 




127 1 


4 


15 


17 


47 


49 










128 


8 


7 


9 


23 


25 


39 


41 


55 


57 


256 


,e 1 


3 
35 


5 
37 


11 
43 


13 
45 


19 
51 


21 
53 


27 

59 

1 


29 
61 


512 _- 



19* 
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Lehrsatz. Wenn die Zahlen 2a ± I fiir den Modul 
2** (x > 2) zum Exponenten 2"» gehoren, so gehoren 
4a + 1 zum Exponenten 2^—\ 8a±l zumExponenteu 

2in— 2^ u. s. w. 

Beweis. Unter der gemachten Voraussetzung ist, wie wir 
oben gesehen haben, 

2a ± 1 = 2*-"»fc ± 1, 

wo k eine ungerade Zahl bezeichnet. Daraus folgt 

4a ± 1 = 2^-(^»-i)ft± 1, 
8a ± 1 =2^-(«»-a)&± 1, 



tolglich gehoren die Zahlen, 4 a ± 1 zum Exponenten 2*"—^, u. s. w. 
Mit Hilfe dieses Satzes kann man die Verteilung der un- 
geraden Zahlen unter die Divisoren von 2* auch in der Weise 
ausfiihren, dafs man mit dem hochsten Exponenten, d. i. 2*~^ 
beginnt und dann riickwarts zu den vorhergehenden Exponenten 
iibergeht. Es bleiben bei diesem Verfahren zuletzt noch die 
Zahlen 1 und 2* — 1 zuriick, von denen die erste zum Expo- 
nenten 1, die zweite zum Exponenten 2 gehort. 



§. 96. 
Indizes, wenn der Modul eine Potenz von 2 ist. 

Wir betrachten die Ziahlen, die fiir den Modul 2^ zum hoch- 
sten in Betracht kommenden Exponenten, d. i. 2*"^ gehoren. Fiir 
den Modul 23 = 8 ist da,s der Exponent 2, und zu diesem ge- 
horen nach §. 95 die drei Zahlen 3, 5, 7. 

Wenn x > 3 ist, so gehoren nach dem in §. 95 erhalteneu 
Resultat, da jetzt m = x — 2, also x — m = 2 ist, zum Expo- 
nenten 2"* = 2^-2 die 2^-^ Zahlen 

22+1, 22.3+1, 22.5 + 1, . . ., 22(2'-2— 1) + 1, 

also alle Werte, welche der Ausdruck 4fc± 1 annimmt, wenn 
man k der Reihe nach gleich 

1, o, 0, . • •, ^ — 1 

setzt. . Nimmt man k =? 2 k' -\- 1 an, so wird 

a = 4(2fc'+ 1)±1, 
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also entweder 

! 8*/ -f 5 Oder SJf-f 3, 

j 

und diese beiden Ausdriicke liefern alle zum Exponenten 2*—^ 
gehorenden Zahlen, wenn V die Werte 

0, 1, 2, 3, . . ., 2*-8 — 1 

beigelegt werden. Man erhalt dadurch 2.2*-* = 2*-* inkon- 
gruente Zahlen, die samtlich kleiner als der Modul sind und zum 
Exponenten 2*—^ gehoren, also alle zu diesem Exponenten ge- 
horenden Zahlen. 

Nun betragt die Anzahl der unterbalb 2* liegenden un- 
geraden Zahlen 2*~^. Da von jeder der vier Formen 

8* + 1, 8fc + 3, 8* + 5, 8A; + 7 

gleich viel vorhanden sind, so kommen auf die beiden Formen 

8& + 3, 8Aj + 5 

die Halfte, d. i. 2*"^ dieser Zahlen. Es gehoren somit alle 

Zahlen 84 -)- 3, 8A; -|- 5 und nur diese zum hochsten in 

Betracht kommenden Exponenten, d. i. zu 2*~^ 

Wir nehmen jetzt eine beliebige Zahl a einer dieser beiden 

Formen 

8fc + 3, . 8*; + 5, 

etwa der ersteren Form, und betrachten ihre Potenzen 

a, a\ a\ . . ., a^''""^ 

Wir erhalten 

a = 8A;, + 3, a^ = Sk^'-}- 1, 

a3 = 8^3 -f 3, a* = Sk^ + 1, 



wo Tciy A;,, A^s, . . . ganze Zahlen bezeichnen. Oiienbar sind danach 
die 2*-" ungeraden Potenzen samtlich von der Form Sk -}r 3^ 
die 2*-« geraden Potenzen samtlich von der Form 8ft + 1. Da 
nun a zum Exponenten 2*— ^ gehort, diese Potenzen von a also 
samtlich inkongruent sind, und da es unter 2* eben 2*^— • Zahlen 
jeder der beiden Formen Sk -^ l^ 8k -\- 3 giebt, so erhalten wir 
das Resultat: Jede Zahl 8&-(-l, 8A;-|-3, die kleiner als der 
Modal ist, kann als Potenz von a dargestellt werden. 

Wenn man die Zeichen der Zahlen 8ft-j- 1, Sft-f- 3 andert, 
Oder, was hinsichtlich der Kongruenz dasselbe ist, ihre Er- 
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ganzungen zum Modul uimmt, so erhalt man alle Zahlen 

8fc + 7, 8fc-f5. 

Ebenso kann man alle Zahlen 

8fc+l, 8fc + 5 

als Potenzen einer Zahl a der Form 8fc -(- 5 darstellen; die Er- 
ganzungen dieser Zahlen zam Modul sind die Zahlen 

8fc + 7, 8^ + 3. 

Somit lafst sich jede unterhalb des Moduls 2* liegende un- 
gerade Zahl oder ihre Erganzung zum Modul durch eine Potenz 
einer Zahl der Form 8 i + 3 oder der Form 8 ifc -f" ^ ersetzen. 

ist g eine Zahl einer dieser beiden Formen, und hat sich 

n = g^ = 5'»+2'^"^ (mod. 2*) 

ergeben, so nennt man wieder i den Index von n und schreibt 

Ind. n = i (mod. 2^-2)^ 

In die Tafeln des Anhangs sind die Indizes der in Betracht 
kommenden Zahlen fUr die Moduln 8, 16, 32, 64 aufgenommeD. 
Als primitive Wurzel ist dabei iiberall die Zahl 3 gewahlt. 

§. 97. 

Anwendung der Indizes zur Auflosung der linearen 
und der binomischen Eongruenz fiir den Modul 2*. 

Auch die Indizes, zu denen uns der Modul 2* gefiihrt hat, 
lassen sich ohne weiteres zur Auflosung der Kongruenz ersten 
Grades und der binomischen Kongruenz fiir diesen Modul be- 
nutzen. Nur hat man nicht zu vergessen, so oft in der Kon- 
gruenz eine Zahl 8fc -(- 5 oder 8fc -|- 7 auftritt, statt derselben 
ibre mit entgegengesetztem Zeichen versehene Erganzung zmn 
Modul zu nehmen. 

Beispiele. I. 

nx = 21 (mod. 32), 

19 (— a;) = 27 (mod. 32), 

Ind. 19 + Ind. (— x) = Ind. 27 (mod. 8), 

5 + Ind. (— a?) = 3 (mod. 8), 

Ind. (— a;) = — 2 = 6 (mod. 8), 

— a; = 25 (mod. 32), 

rr = — 25 = 7 (mod. 32). 
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II. 15 a: 

— 4dx 

49x 

12 -f- Ind. X 

Ind. X 

X 

ni 

H 
Ind. 3 -f 5 . Ind. 

1 -f 5. Ind. 

5. Ind. 

11. Ind. 

Ind. 11 -f Ind. Ind. 

3 + Ind. Ind. 

Ind. Ind. 

Ind. 



= 29 (mod. 64), 

= — 35 (mod. 64), 

= 35 (mod. 64), 

= 9 (mod. 16), 

= — 3 = 13 (mod. 16), 

= 19 (mod. 64). 

3a:5 = 31 (mod. 64), 

— xy = 33 (mod. 64), 

— x) = Ind. 33 (mod. 16), 

— a;) = 8 (mod. 16), 

— a:) = 7 (mod. 16), 

— x) = 9 (mod. 16), 

— x) ^ Ind. 9 (mod. 4), 

— x) = 2 (mod. 4), 

— a;) = — 1 = 3 (mod. 4), 

— a:) = 11 (mod. 16), 
— a: = 59 (mod. 64), 

a: = — 59 = 5 (mod. 64). 



§. 98. 

Die binomische Eongruenz im Falle eines beliebig 

zusammengesetzten Moduls. 



Es sei 



m = 2*jp^3'* . . ., 



wo j>, g, . . . ungerade Primzalilen, x. A, ft, . . . ganze positive 
Zahlen bezeichnen. Soil nun 

ax^ ^b (mod. m) i), 

also ax* — b durch m teilbar sein, so mafs, da die Zahlen 

2*, p\ 3^ ... 

prim zu einander sind, jede derselben in ax* — b aufgehen, d. h. 
68 miissen die folgenden Kongruenzen bestehen : 



^) Der verallgemeinerte Fer mat ache Satz (§. 88) gestattet auch hier, 
den Eoeffizienten von x^ aaf die Einheit zu reduzieren. Zu dioBem Zwecke 
hat man, da a7(*») = 1 (mod. m) ist, beide Seiten der Eongraenz mit 
o-i+9(m) zu multiplizieren. 
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aa;" = 6 (mod. 2*), 
aod^ "^h (mod. p^\ 



Wenn eine dieser Eongruenzen unmoglich ist, so ist es auch 
die vorgelegte Kongruenz. Wenn dagegen x^ eine Wurzel der 
ersten, x^ eine Wurzel der zweiten Kongruenz, u. s. w. bezeichnet, 
so wird die vorgelegte Kongruenz durch jede Zahl X befriedigt, 
welche den Bedingungen 

X ^ iCi (mod. 2*), X ^ X2 (mod. jp^), . . . 

geniigt. Die Aufgabe ist also auf die in §. 38 behandelte zuriick- 
gefiihrt. 

Beispiel. 

lla:3 = 14843 (mod. 39 200). 

Es ist 39200 = 2^52.72. 

1) ll:r3 = 14843 (mod. 32), 
lla;3 = 27 (mod. 32), 

7 + 3 .Ind. x=S (mod. 8), 

3 . Ind. a; = — 4 = 4 (mod. 8), 
Ind. X ^ 4: (mod. 8), 
ir = 17 (mod. 32). 

2) lla;8 = 14843 = 18 (mod. 25), 
16 -|- 3. Ind. a; = 15 (mod. 20), 

3 Ind. ic = — 1 (mod. 20), 
Ind. X = 13 (mod. 20), 
X =n (mod. 25). 

3) lla:3 = 14843 (mod. 49), 

llajs = 45 (mod. 49), 

40 + 3. Ind. x = n (mod. 42), 
3. Ind. it- ^ — 9 (mod. 42), 
Ind. a: = — 3 = 11 (mod. 14), 
Ind. :z; = 11, 25, 39 (mod. 42), 
a; = 12, 17, 20 (mod. 49). 

Der §. 38 liefert dann fur X die drei Werte 

X = 12017, 17, — 7183 (mod. 39 200). 
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§. 99. 
Uber die Divisoren der Zahl a*" — 1. 

Die Aufgabe, eine Zahl N in ihre Faktoren zu zerlegen, 
macht, wenn N einigermafsen grofs ist, nicht geringe Miihe. Um 
namlich die kleinste in N aufgehende Primzahl zu finden, mufs 
man N der Reihe nach durch die einzelnen Primzahlen, von der 
kleiDsten anfangend, dividieren. Hat man N durch alle unter- 

halb y^ liegenden Primzahlen dividiert und jedesmal einen von 
Null verschiedenen Rest erhalten, so weifs man, dafs N selbst 
eine Primzahl ist. Wenn sich aber herausgestellt hat, dafs einc 
Primzahl p in N aufgeht, so ist 

.N =p .— , 
P 

N . 
und es bleibt nur noch — in Faktoren zu zerlegen. Hierfiir ist 

es offenbar iiberfliissig, nochmals die Divisionen mit den Prim- 
zahlen, die kleiner als p sind, zu versuchen; denn wenn eine 

und das hatte sich, dsi q <ip ist, schon bei den Divisionen her- 
ausgestellt, die behufs der Zerlegung von N versucht sind, und 

N 
die zur Auffindung des Primfaktors p gefiihrt haben. Um — zu 

zerlegen, hat man also die Divisionen mit (nochmals) jo und 
weiter denjenigen Primzahlen zu versuchen, die zwischen p und 



/ 



N 



P 

liegen. Auf diese Weise erhalt man entweder einen neuen Prim- 

N 
t'aktor p' von N, oder man iiberzeugt sich, dafs — eine Primzahl 

ist So fortfahrend kann man allmahlich samtliche Primfaktoren 
von N ermitteln^ 

Die Zahlenlehre setzt uns nun in vielen Fallen in den Stand, 
dieses primitive Verfahren abzukiirzen. Indem sie uns lehrt, dafs 
Zahlen von bestimmter Form nur Primzahlen bestimmter Formen 
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als Divisoren zulassen, dagegen durch Primzahlen anderer For- 
men auf keinen Fall teilbar sind, verringert sie die Anzahl der 
za versuchenden Divisionen, und dadurch wird oft eine ganz 
erhebliche Vereinfachung der Sache herbeigefiihrt. 

Eine ausfiihrliche Behandlung des Gegenstandes wiirde mehr 
Kenntnisse in der Zahlenlehre yoraussetzen, als durch dieses 
Buch vermittelt werden. Hier soUen nur die beiden Formen 
a** +11) betrachtet werden, in den en m eine ganze positive 
Zahl bezeichnei Hinsichtlich der Zahlen a"* — I gelten folgende 
Satze: 

Lehrsatz L Es sei p eine ungerade Primzahl und 
d der grofste gemeinschaftliche Divisor von w = fid 
undj) — l = fcd, so dafs ft j^rim zn h nnd p = kd -{- 1 
ist. Wenn dann O^ — 1 durch i? teilbar is t, so mufs jp 
auch in a* — 1 aufgehen. 

Beweis. Da a eine Wurzel der Kongruenz a^ ^ I (mod. p) 
und d der grofste gemeinschaftliche Divisor von m und p — 1 
ist, so mufs nach dem Zusatz des §. 79 a auch die Kongruenz 
x^ ^ I (mod. p) befriedigen , d. h. j? mufs in a^ — 1 aufgehen. 

Bei spiel. Da S^ — 1 = 390624 durch 13 teilbar und 4 
der grofste gemeinschaftliche Divisor von 8 und 13 — 1 = 12 
ist, so geht 13 auch in 5* — 1 auf. 

Lehrsatz 11. Es sei 2n-^l eine Primzahl. Dann 
miissen diejenigen ungeraden Primzahlen, welche 
Divisoren von a^^ + i — 1 sind, entweder die Form 

2(2n-f- l)fc+ 1 

haben oder in a — 1 aufgehen. 

Beweis. Es sei j) = 2Z -|- 1 eine ungerade Primzahl. Wenn 
dann I durch 2n -\- 1 teilbar, etwa 

I _ , 
2n + l- ^ 

ist, so ergiebt sich 

_p = 2(2n+ l)fc-f- 1. 

^) Es wiirde nicht allgemeiner sein, die Formen a*» ±. b^ zu betrachteo, 
wo a und b teilerfremde Zahlen sind. Denn wenn eine dieser Formen 
durch die Primzahl p teilbar ist, so kann man immer a = bx ■}- py 
machen, und danu wird auch a^±l durch p teilbar sein mussen. (Le- 
gendre, Theorie des Nombres I, p. 222.) 
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Wenn dagegen I durch die Primzahl 2 n -f- 1 nicht teilbar ist, 
so ist I und ebenso 2 1 prim zu 2n -{- 1, der grofste gemein- 
schaftliche Diyisor beider Zahlen also gleich 1. 

Nehmen wir jetzt an , p •= 21 -j- I sei ein Divisor von 
a«»+i — 1, und es sei zugleich p — 1 = 21 prim zu 2n -|- 1. 
Dann mufs nach Lehrsatz I p ein Divisor von a* — 1, d. i von 
a — 1 sein. Wenn dagegen Z, also auch 2 Z, durch 2 n -|- 1 teil- 
bar ist, so hat, wie wir gesehen haben, p die Form 

2(2n4- 1)* + li 

and da nur diese beiden Falle moglich sind, so ist der Satz be- 
wiesen. 

Znsatz. Wenn 2n-|-l eine Primzahl ist, so hat 
jede in 2'" + ^ — 1 aufgehende Primzahl die Form 

2(2n+l)ifc4-l. 

Beispiele. 1. Eine in 10^ — 1 aufgehende ungerade Prim- 
zahl mufs entweder die Form 14 ifc -f- 1 haben oder ein Divisor 
von 10 — 1 = 9 sein. Es ergiebt sich zunachst 

107 — 1 = 9.1111111, 

und um 1111111 zu zerlegen, hat man die Division mit den 

unter y 1 111111 liegenden Primzahlen der Form 14 i -f- 1 zu 
versuchen. Man erhalt 

107— 1 = 9.239.4649. 

n. Eine in 2^^ — 1 = 2047 aufgehende Primzahl mufs 
< y 2047 und von der Form 22 fc -f- 1 sein. Man erhalt 

211 — 1 = 23.89. 

III. Es soil 57 — 1 = 78 124 in Faktoren zerlegt werden. 
Man findet zunachst 5^ — 1 =4.19531, und um den letzten 
Faktor zu untersuchen, hat man der Reihe nach mit den Prim- 
zahlen der Form 14Aj + 1, die <; y 19 531 '^ 139 sind, zu divi- 
dieren. Es sind dies die fiinf Zahlen 29, 43, 71, 113, 127. Da 
keiae derselbenaufgeht, so ist 19531 eine Primzahl und die Zer- 
legung beendet. 

IV. Ein Divisor von 231 — 1 = 2147483647 mufste von 
der Form 621c -\- I sein und zugleich, da er auch in 2'* — 2 
aufgehen, also zu den Primzahlen gehoren mufste, fur welche 2 
ein quadratischer Rest ware, einer der beiden Formen 8n -f- 1, 
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8n -J- 7 angehoren (s. §. 116). Es ergeben sich daraus fiir 
diesen Divisor die beiden Formen 

248fc+l, 248fc + 63. 

Eine obere Grenze fiir ihn ist zugleich 

V231 — 1 ^ 46340. 

Euler hat alle erforderlichen Divisionen versucht und gefunden, 
dafs 2*1 — 1 eine Primzahl ist (Commentationes arithmet. col- 
lectae I, p. 584). 

V. 237 _ 1 = 137438953471 ist, wie Fermat (Varia Opera 
math. p. 177 = 0euvre8 II, p. 199) gefunden hat, durch 223 teilbar. 



§. 100. 
Divisoren der Zahl a*^ -\- I. 

Lehrsatz I. Wenn die ungerade Primzahl p ein 
Divisor von a*" -)- 1 ist, so hat sie die Form 

p = 21cd + 1, 

wo d der grofste gemeinschaftliche Divisor von m 

und p — 1, — r ungerade und prim zu ^ ^ , ist. Aufser- 
^ d ^ ^ 2d 

(lem ist 2> auch ein Divisor von a^ -f- 1. 

Beweis. Die Kotigruenz 

x^ ^ — I ^ p — 1 (mod. p) 

liefert, wenn beiderseits die Indizes fiir irgend eine Basis ge- 
nommen werden, da nach einem in §. 86 mitgeteilten Satze der 

Index von p — 1 fiir jede Basis = — (p — 1) ist,, 



m Ind. X ^ - (p — I) (mod. p — 1). 

Es sei nun d der grofste gemeinschaftliche Divisor von m 
and p — 1, etwa 

m = ^d, p — 1 = p'd, 

Dann sind [i und p' prim zu einander, und man erhalt durch 
Division der letzten Kongruenz mit d 

ft Ind. X ^ ^ p' (mod. jp'). 



§. 100. • Divisoren der Zahl a« + 1. 301 

Damit diese, also auch die vorgelegte Kongruenz, moglich 

8ei, mufs 

eine gerade Zahl sein, und wenn diese Bedingung erfullt ist, hat 
(lie vorgelegte Kongruenz d Wurzeln. 

Unter der gemachten Voraussetzung hat aber auch, wie 
ebenfalls durch t^ergang zu den Indizes bewiesen wird, die 
Kongruenz 

x^ ^ — \ ^p — 1 (mod. p) 

d Wurzeln, und es lafst sich leicht zeigen, dafs jede der letzteren 
auch die Kongruenz oc^ ^ — 1 (mod. p) beiriedigt. 

Da namlich ft und p' prim zu einander sind und p' eine 
gerade Zahl ist, so mufs ft ungerade, also ( — ly = — 1 sein. 
Bezeichnet nun a eine beliebige Wurzel der Kongruenz 

x^ ^ — 1 (mod. jp), 

so ist a^ ^ — 1, folglich a**^, d. i. 

a'* = (— 1>* = — 1 (mod. p), 

(1. h. a ist auch eine Wurzel der Kongruenz x^ ^ — 1 (mod. p). 
Die beiden Kongruenzen 

x^ ^ — 1, x^ ^ — 1 (mod. p) 

stimmen somit hinsichtlich der Wurzeln voUstandig iiberein. 

t) -^ 1 
Wenn wir p\ d. i. - — - — = 2fcsetzen, so erhalten wir 

p = 2kd -\- 1, und da wir oben gesehen haben , dafs -7- =: ft 

ungerade und prim zu der geraden Zahl p' = ^—^ — , also auch 

prim zu —^-7— ist, so ist der Satz bewiesen. 

Lehrsatz II. Eine unger^cde Primzahl p^ welche ein 
Divisor von a^^ + i -(- 1 ist, hat entweder die Form 

p = 2(2n + l)fc+ 1, 

Oder sie ist ein Divisor von a + 1- 

Beweis. Es sei jp = 2v-f- 1. Wenn dann v durch 2n-|- 1 
teilbar,etwa i/ = (2n-|-l)fc ist, soerhaltman p=r2(2M-|-l)fc + l. 
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Wenn dagegen v, also auch 2v =:= jp — I prim zu 2w -[- 1 
ist, so ist der grofste gemeinschaftliche Divisor von jp — 1 und 
2n -}- 1 gleich 1, und dann mufs p nach dem Lehrsatz I ein 
Divisor von a -\- I sein. 

Zusatz. Ein jeder Divisor von 22** -j- ^ ist von der 
Form 2~ + iifc+ 1. 

Beweis. Nach dem Lehrsatz I ist ein Divisor der vor- 
gelegten Zahl von der Form p =z 2 kd -\- I. Dabei mufs 

w^ _ 2*» 
T~~d 

ungerade sein. Das ist nur fur c2 = 2^ der Fall, und somit ist 

p = 2.2~A;+ 1 = 2- + i* + 1. 

Beispiele. 1. Die Divisoren von 

22^+ 1 = 232 -|- 1 = 4294967 297 

miissen von der Form 64^ -|- ^ s®^^- ^^^ Primzahlen dieser 
Form sind 

193, 257, 449, 577, 641, 769, 1153, .. . 

Man findet 

232 -f 1 = 641.6700417. 

Durch dieses Beispiel hat Euler (Commentation es arithmet. 
collectae I, 356) die Vermutung Formats, dafs 22** -(- 1 fur 
jeden Wert von n eine Primzahl lief ere, widerlegt (s. §. 8, S. 14). 
6 700417 ist, wie Euler gefunden hat, eine Primzahl. 

U. Es soil 10" -|- 1 'i^ Faktoren zerlegt werden. Eine in 
diese Zahl aufgehende ungerade Primzahl mufs entweder in 
10 -|- 1 = 11 aufgehen oder die Form 22 & 4" 1 haben. Man 
erhalt zunachst 

1011 -f 1 = 11.11.926446 281. 

Die kleinste Primzahl der Form 22 fc + 1 ist 23. Diese geht in 
den noch zu zerlegenden Faktor auf, und es ergiebt sich schliefslich 

1011 -f 1 = 11.11.23.35932447 = 112.23.4093.8779. 

Die Zerlegung ist Johann Bernoulli, der das Beispiel in 
einer Arbeit iiber die Divisoren der Summe 

S = 1 + 101 -f 10^ H h 1^^ 

vorgenommen hat (Nouveaux Memoires de I'Academie royale des 
Sciences et Belles - Lettres. Berlin 1771, S. 325), wohl infolge 
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eines schon bei der Division mit 11 gemachten Rechenfehlers 
nicht gelungen. Erst Seelhoff hat die Aufgabe zu Ende gefiihrt. 
in. Es ist 

282— 1 =(2 — l)(2 + l)(22 4-l)(2*+l)(28-|-l)(2i«+ 1) 
= 1.3.5.17.257.65537, 

und da 65537 nach §. 88 eine Primzahl ist, so ist die Zerlegung 
beendet. 



§. 101. 

Verwandlung gemeiner Briiche in Dezimalbriiche 
(Gauss, Werke Bd. I, S. 382 und Bd. II, S. 412). 

„Wenn ein Bruch in einen Dezimalbruch verwandelt wird, 
so nennen wir die Beibe der Dezimalstellen, mag dieselbe nun 
endlich sein oder unbegrenzt fortgehen, die Mantisse des 
Bruches, indem wir diesen sonst nur bei den Logarithmen ge- 
hraucbten Ausdruck in weiterem Sinne nehmen. (Die etwa vor- 
handenen ganzen Zahlen werden dabei ausgeschlossen.) So ist 
125 die Mantisse von J, 1875 die Mantisse des Bruches f|, 
054054 ... in inf. die Mantisse von ^• 

Aus dieser Definition geht hervor, dafs zwei Briiche — , — 

n n 

mit demselben Nenuer n dieselben oder verschiedene Mantissen 

haben, je nachdem die Zahler Z, m fUr den Modul n kongruent 

sind oder nicht. Eine endliche Mantisse andert sich nicht, wenn 

rechts beliebig viele NuUen aDgehangt werden. Man erhalt die 

Mantisse des Bruches , indem man die erste Ziffer der Man- 

n 

tisse von — abschneidet. AUgemein bildet man die Mantisse des 
n 

Bruches , indem man die v ersten ZiflFern -der Mantisse vou 

n 

tn 1 

— abschneidet. Die Mantisse von — fangt gleich mit einer von 

Null verschiedenen Ziffer an, wenn n nicht grofser als 10 ist. 
Wenn dagegen n > 10, keine Potenz von 10 und eine ^stellige 
Zahl ist, so werden die fc — 1 ersten Ziffern der Mantisse Null* 
und erst die A;*® Ziffer wird von Null verschieden sein. Daraus folgt 
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leichL dais, wenn — , — verschiedene Mantissen haben (d. i. wenn 

n n ^ 

I und m fur den Modul n iukongruent sind), diese Mantissen 

sicherlich in den k ersten Stellen nicht iibereinstimmen konneu, 

sondern wenigstens in der h^^ Stelle verschieden sein miissen." 

„Wir fangen mit der Betrachtung von Briichen an, deren 

Nenner Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen sind; daraut 

werden wir zeigen, wie die Ubrigen Briiche auf Bruche der ge- 

nannten Art zuriickgefiihrt werden. Zunachst bemerken wir, dais 

die Mantisse des Bruches — - (dessen Zahler a wir immer als 

durcb die Primzahl p nicht teilbar voraussetzen) endlich ist und 
aus ft Zifferu besteht, wenn p = 2 oder == 5 ist. Im ersteren 
Falle wird diese Mantisse, als ganze Zahl angesehen, bf^ a sein, im 
zweiten 2^ a. Das ist so einleuchtend, dais es keiner weiteren 
Erklarung bedarf. 

„Wenn dagegen p eine andere Prinozahl ist, so wird 10*' a 
niemals durch p"^ teilbar sein, wie grofs man auch r annehmen 
moge, und daraus folgt, dafs die Mantisse des Bruches 

F=± 

notwendiger Weise unbegrenzt I'ortgeht. Nehmen wir an, 10* sei 
die niedrigste Potenz von 10, die I'iir den Modul p^ der Einheit 
kongruent ist (e ist dann, wie wir gezeigt haben, entweder gleich 
{p — l)p*^-^ oder ein Divisor dieser Zahl), so erkennen wir 
leicht, dafs 10«a die erste Zahl in der Reihe 

10 a, 100 a, loop a, ... 

sein wird, welche fiir denselben Modul der Zahl a selbst kon- 
gruent ist. Da nun, wie wir oben gesehen haben , die Mantissen 
der Bruche 

10a 100 a 10^ a 

~p^' p^ ' * ' *' jp" 

dadurch erhalten werden, dafs man von der Mantisse des Bruches 
F beziehungs weise die erste, die beiden ersten, . . ., die e ersten 
Stellen abschneidet, so leuchtet ein, dafs in dieser Mantisse nach 
den ersten e Stellen, aber nicht friiher, dieselben ZiflFern wieder- 
kehren. Die ersten e ZiflFern, die, unendlich oft wiederholt, die 
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Mantisse des Bruches bilden, konnen wir die Periode dieser 
Mantisse oder des Bruches F nennen, und es ist klar, dafs die 
Lange der Periode, das ist die Anzahl der ZiflFem, aus denen 
sie besteht, und die gleich e ist, von dem Zahler a des Bruches 
ganz unabhangig ist uild einzig und allein durch den Nenner 

bestimmt wird. So ist z. B. die Periode des Bruches — gleich 

09, die Periode von | ist 428571. 

^Sobald man also die Periode eines Bruches hat, kann man 

seine Mantisse beliebig weit fortsetzen. Weiter leuchtet ein, dafs, 

wenn 

b ^ 10^ a (mod. p^) 

ft 

ist, man die Periode des Bruches — dadurch erhalt, dais man 

die X ersten Ziffern der Periode von F hinter die e — I anderen 
schreibt, dafs man also zugleich mit der Periode des Bruches F 
die Perioden aller Briiche erhalt, deren Zahler den Zahlen 

10 a, 100 a, 1000 a, ... 

fur den Modul p^ kongruent sind. Da z. B. 

6 = 3 . 102 (mod. 7) 

3 
ist, so ergiebt sich aus der Periode von ^ sofort 857142 als 

Periode von — • 
7 

„So oft also 10 eine primitive Wurzel des Moduls p^ ist, 
kann aus der Periode von — die Periode iedes anderen Bruches 

m 

-^ (dessen Zahler m durch p nicht teilbar ist) hergeleitet werden. 

Man hat zu diesem Z^ecke in der Periode von — nur links so 

p^ 

viele Stellen abzuschneiden und rechts anzusetzen, als der Index 

von m fur die Basis 10 Einheiten enthalt. 

„Wenn dagegen 10 keine primitive Wurzel ist, so werden 

durch die Periode von — nur die Perioden derjenigen Briiche 

mithestimmt, deren Zahler Potenzen von 10 fiir den Modul p- 

Wertheim, Zahlenlehre. 20 
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kongruent sind.'^ Es sind das, wenn 10 zum Exponenten e ge- 

hort, e — 1 Briiche, wobei — nicht mitgezahlt ist Wenn wir 

a* 
jetzt (durch Division) einen Bruch — , dessen Periode noch nicht 

erhalten ist, in einen Dezimalbruch verwandeln, so bestimmt 
dessen Periode die Perioden der e — 1 Briiche, deren Zahler 
beziehungsweise den Zahlen 10 a', 100 a', , . . fiir den Modul p*^ 
kongruent sind. Auf diese Weise haben wir schon die Perioden 
von 2e Briichen gefunden. So konnen wir fortfahren, bis alle 
irreduzibelen Briiche mit dem Nenner p^ erschopft sind. Die- 
selben sind dann in 

(i>- l)i>^-^ 
e 

Reihen von je c Briichen zerfallen. 

BeispieL Fiir den Modul 41 gehort 10 zum Exponenten 5, 

und da —- = 8 ist, so verteilen sich die 40 Briiche mit dem 
5 

Nenner 41 in acht Reihen. Nun ist mod. 41 

101 = 10, 102 = 18, 103 = 16, 10* = 37, 10^ = 1; 
folglich enthalt die erste Reihe die Briiche 

J_ 10 16 18 37 

^^^ 41' 41' 41' 41' 41' 

und da 

^ = 0,02439024 . . . 

ist, so sind die Perioden dieser Briiche 

02439, 24390, 39024, 43902, 90243. 
In der Reihe (1) kommt der Bruch 

% = 0,0487804 . . . 

41 

nicht vor, und da mod. 41 

2.10 = 20, 2.108 = 36, 2.108=32, 2.10* = 33, 2.105 = 2 

ist, so enthalt die zweite Reihe die Briiche 

. _2_ 20 32 33 36 

^^ 41' 41' 41' 41' 41 



i 
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mit den Perioden 

04878, 48780, 78048, 80487, 87804. 
So fortfahrend erbalten wir weiter 

^^ 41' 41' 41' IT' 41' 

Perioden: 07 317, 17073, 31707, 70731, 73170. 

U\ £ 23 25 31 40 

^^ 41' 41' 41' 41' 41' 

Perioden: 09 756, 56097, 60975, 75 609, 97 560. 

(^\ _5^ ^ _9^ 21 39 

^^ 41' 41' 41' 41' 41' 

Perioden: 12195, 19 512, 21951, 51219, 95121. 

, . ^ 14 17 19 26 

^^ 41' 41' 41' 41' 41' 

Perioden: 14634, 34146, 41463, 46341, 63414, 

n 12 28 34 38 
^^ 41' 4r 41' 41' 41' 

Perioden: 26829, 29268, 68292, 82926, 92682. 

15 22 24 27 35 
^^^ 41' 41' 41' 41' 41' 

Perioden: 36 585, 53658, 58536, 65853, 85 365. 

Was nun einen Bmch betrifft, dessen Nenner ein Produkt 
von Primzahlen oder Primzahlpotenzen ist, so konnen wir den- 
selben nach §. 39 in Partialbriiche zeriegen, jeden der letzteren 
in einen Dezimalbmch verwandeln und die erhaltenen Resultate 
addieren. Bei diesem Verfahren kann zwar die letzte Ziflfer un- 
genau werden, der Fehler oflPenbar aber nicht so viele £inheiten 
betragen, als Briiche addiert werden. „Es empfiehlt sich daher, 
liir die einzelnen Briiche einige Stellen mehr hinzuschreiben, als 
im Resultat verlangt werden. Als Beispiel wollen wir den Bruch 

■p_ 6099 380351 
1271808720 

betrachten, dessen Nenner das Produkt der Zahlen 16, 9, 5, 49, 
13, 47, 59 ist. Man erhalt 

p_-,,ll,i,422^J7^52 
•■ 16 "^ 9 "^ 5 "^ 49 "^ 13 "^ 47 "^ 59 ' 

20* 



308 Siebentes Kapitel. §. 101. 

and die Verwandlang der einzelnen Briiche in Dezimalbriiche 
ergiebt: 

1 = 1 

11 = 0,6875 

4- = 0,4444444444 4444444444 44 

1 = 0,8 

00 

T^ = 0,448 979 59 1 8 367 346 938 7 75 
49 

:^ =0,384615 3846 1538461538 46 
lo 

^ = 0,148 936 170 2 127 659 574 4 68 

^ = 0,881 355 932 2 033 898 305 84 
, 59 



F = 4,795 831 523 3 127 195 416 6 17. 

Der Fehler in dieser Summe ist jedenfalls kleiner als funf Ein- 
heiten in der 22. Dezimalstelle, hat also auf die 20 ersten Stellen 
keinen Einflufs. Darch Fortsetzung der Rechnung auf mehr 
Stellen ergiebt sich statt der 17 in den beiden letzten Stellen 

1893936 . . . 

tJbrigens sieht jeder, auch ohne dafs wir darauf aufmerksam 
machen, dafs diese Methode der Verwandlung gemeiner Briiche 
in Dezimalbriiche sich namentlich in den Fallen empfiehlt, in 
welchen viele Stellen verlangt werden. Wenn namlich wenig 
Stellen geniigen, kann man sich meist ebenso bequem der ge- 
wohnlichen Division oder der Logarithmen bedienen.** 

Anmerkungen. I. Gaus hat (Werke II, S. 411 bis 434) 
die Perioden fiir alle dem ersten Tausend angehorenden Prim- 
zahlen und Primzahlpotenzen gegeben. Der Hauptnutzen dieser 
Arbeit besteht natiirlich in der Erleichterung der Verwandlung 
gemeiner Briiche in Dezimalbriiche. Sie leistet aber zuweilen 
auch Dienste, wenn Zahlen der Form 10** — 1 in Faktoren zer- 
legt werden soUen. 10** — 1 ist namlich durch die Primzahl f 

teilbar, wenn die Periode von - aus n Ziffern besteht. So z. B. 
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ist W — 1 sowohl durch 73 als auch durch 137 teilbar, denn 
jeder der Briiche — , — =- hat der Tabelle zufolge eine acht- 
zifirige Periode. Man erhalt auf diese Weise 

108— 1 = 32.11.73.101.137. 

II. Die Period enlange fiir alle Primzablen unterhalb 100000 
hatFriedrich Kessleri) berechnet Seine Tabelle ist auch ab- 
gedruckt in der Programmarbeit von Heinrich Bork: „Periodi- 
sche Dezimalbriiche** (Berlin, 1895. Jahresbericht des Konigl. 
Prinz Heinrichs-Gymnasiums). 

P 

III. Statt einen Bruch yr in einen Dezimalbruch zu ver- 

V 

wandeln, kann man ihn allgemein auf die Form 

"« + 7 + ^ + -" 

bringen. Darin bezeichnet g eine beliebige ganze Zahl, die 
grofser als 1 ist, und a©? «ii ^i • • • sind ganze Zahlen, die — 
abgesehen von a„ — samtlich kleiner als g sind. Auch von 
diesen Briichen gilt der Satz, dais die Periode aus so viel Stellen 
besteht, wie der Exponent, zu welchem die Basis g fiir den 
Nenner als Modul gehort, Einheiten enthalt. Da z. B. die Zahl 
2 fiir die Moduln 3, 5, 7, 11 beziehungsweise zu den Exponenten 
2, 4, 3, 10 gehort, so besteht im System der Basis 2 die Periode 

von - aus 2, diejenige von — aus 4, diejenige von ■=- aus 3, 

o 7 

diejenige von — ^^^ zehn ZiflFern. In der umstehenden Tabelle, 

die Material fiir hierher gehorige Aufgaben geben soil, ist iiber 
die jedesmalige Periode ein Strich gesetzt. 



*) Berlin. Drock von A. W. Hayns Erben. 
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§. 102. 
Aufgaben. 

L Ein reduzierter Bruch hat zum Nenner 6075. Bei seiner 
Verwandlung in einen Kettenbruch hat der vorletzte Naherungs- 
bruch den Nenner 2249. Welches ist der Bruch? 

1. Losung. Wir nehmen an, der Bruch sei ^Ty^rj sein vor- 
letzter Naherungsbruch ^ > Dann ist 

2249a: — 6075y = + 1 oder =5 — 1, 

je nachdem die Anzahl der unvoUstandigen Quotienten gerade 
oder ungerade ist. [Bekanntlich konnen wir den einen oder den 
anderen Fall nach Belieben herbeifuhren, da wir den letzten un- 
voUstandigen Quotienten 9, wenn die Anzahl der Quotienten um 
eine Einheit vergrofsert werden soil, durch 

(a - 1) + j 

ersetzen konnen.] Die erste Annahme liefert a; ^1799, die 

a; = — 1799 = 4276 (mod. 6075). 

Die kleinsten Briiche, welche der Aufgabe geniigen, sind also 

1799 , 4276 

6075 6075 " 

2. Losung. Wir entwickeln — unter Anwendung der Be- 
zeichnung des §. 59 — ^ in einen Kettenbruch. Es ergiebt sich 

e;!^ = ii§ = <2' ^' 2. 2. 1. 7, 1, 1. 1, 2, 3) 

oder 

= (2, 1, 2, 2, 1, 7, 1, 1, 1, 2, 2, 1). 

p 

Zur Kenntnis des Bruches ^^ fehlt uns dann nur der 

■Ln — l 

letzte unvoUstandige Quotient a dieses Bruches. Die iibrigen 

p 
unvoUstandigen Quotienten von ^ stimmen mit denjenigen 
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von 



von 



Q 



Q»-i 
Q 



ganz uberein. Wir bilden jetzt jdie Naherungsbriiche 



und von 



, wobei wir der Kiirze wegen nur den 



Schluls der Rechnung hinschreiben. Der erste Kettenbruch liefert 





3 


a 










1799 
666 


6075 
2249 

• 


6075 a -f 1799 




2249a + 666 ' 



der zweite 



• •t«*«*' • 


2 


1 


a 






1799 
666 


4276 
1583 


6075 
2249 


6075 « + 4276 


« 


2249 a -f- 1583 



Wir erhalten also fiir den Zahler P des gesuchten Bruches 

P = 1799 Oder = 4276 (mod. 6075), 
somit dasselbe Resultat wie bei der ersten Losung. 

II. Welche Gleichung hat als Wurzel den Kettenbruch 



(0, 1, 2, 5, 1, ...)? 



Naherungsbriiche : 






1 


2 


6~\- X 




1 






1 


1 
1 


2 
3 


11 + 2aj 
16 + 3ic 



£s is also 



X 



11 + 2x 



Oder 



16 + Sx 
3x2+ u^ — 11. 
III. Die kleinste Losung der Gleichung 

x^ — 70a; = 1 



zu ermitteln. 



§. 102. 



Aufgaben. 



313 



Es ist 

fjO = (8, 2, 1, 2, 1, 2, 16, 2, . . .). 

Nahemngsbriiche : 



8 


2 


1 


2 


1 


2 


16 


1 



8 
1 


17 
2 


25 
3 


67 

8 


92 
11 


251 
30 



Losung: 

X = 251, y = 30. 

IV. Welchen Rest giebt 7*' bei der Division durch 81? 

753 = a; (mod. 81), 
53 Ind. 7 ^ Ind. x (mod. 54), 
53. 16 = Ind. X (mod. 54), 
Ind. ic = 848 = 38 (mod. 54), 
X = 58 (mod. 81). 
V. 2« = 13 (mod. 17), 

^ 14 a; = 4 (mod. 16), 
7 a: = 2 (mod. 8), 
a; ^ 6 (mod. 8), 
X ^ Q oder ^ 14 (mod. 16), 
a; = 6 -f- 16* oder 14 + 16fc. 

VL Eine Zahl hat rechts eine 4. Wird diese 4 rechts ab- 
geschnitten und links angesetzt, so erbalt man eine Zahl, die 
sich zur urspriinglichen me 3:2 verhalt. Welches ist die Zahl? 

Losung. Wird die Zahl = lOo -|- 4: gesetzt, so soil 

(10a + 4) : (4.10^ + a) = 2:3 

sein. Daraus folgt 

8.10* + 2a = 30a + 12, 
2.10' = 7a -f 3, 
2 . 10^ = 3 (mod. 7), 
2 + a- = 1 (mod. 6), 

a: ^ — 1 ^ 5 (mod. 6). 

Der kleinste Wert von x ist also 5; liir diesen ergiebt sich 

2.105—3 199997 



a 



= 28571; 



somit ist die Zahl 285714. 
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VII. Die Zahlen 

57 -f 1, 5« + 1, 5« -f- 1 

in Faktoren zu zerlegen. 

Man erhalt 

57 -f 1 = 2.3.29.449, 

58 + 1 = 2.17.11489, 
59+ 1 = 2.33.7.5167. 

[Der Faktor 7 im letzten Beispiel riihrt daher, dafs 

59 + 1 == 1253 4- 1 

und 7 ein Divisor von 126 ist.] 
Vm. Die Zahl 

59 — 1 = 1953124 = 4.488281 

in Faktoren zu zerlegen. 

Um den Lehrsatz II des §. 99 anwenden zu konnen^ schreiben 
wir 59 — 1 = 1253 — 1. Dani^ mufs eine in die vorgelegte Zahl 
aufgehende ungerade Primzahl entweder die Form 6 & -|- 1 haben 
Oder in 124 = 4 . 31 aufgehen. Man erbalt zunacbst 

59 — 1 = 4.31.15 751. 
Die Primzahlen der Form 6 & -|- 1 sind 

iy -'■^9 -^*'} ^"^9 * * *) 

und da 15751 = 19.829 und 829 eine Primzahl ist, so er- 
giebt sich 

59 _ 1 =4.31.19.829. 

IX. Wieviel Stellen hat die Periode des Dezimalbruches, den 
die Entwicklung von liefert? Da 

42471 = 33.112.13 

ist, so erfordert die Losung der Kongruenz 

10* = 1 (mod. 42471) 

diejenige der drei Kongruenzen 

10*1 = 1 (mod. 38), 10*2 = 1 (mod. II2), 10*8 = 1 (mod. 13). 

Die erste und die dritte konnen ohne weiteres mittels der 
Indizestafeln des An hangs gelost werden. Man erhalt 

Xi ^ (mod. 3), x^ ^ (mod. 6). 
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Was die zweite Eongruenz betrifit, so ist nach §.91, Bei- 
spiel II 2 die kleinste primitive Wurzel von 121, und durch Aus- 
rechnung der Potenzreste von 2 findet man 



Da nun noch 



also 



220 = _ 10 (mod. 121). 

1 9(121) = 55, 
255 = — 1 (mod. 121) 



ist, so erhalt man 

2^5 = (_ 10) (— 1) = 10 (mod. 121), 

folglich ist 

Ind. 10 = 75 (mod. 110). 

Bei Benutzung dieses Wertes liefert die zweite Eongruenz 

75 a^a = (mod. 110), 

15 a;2 = (mod. 22), 

OTa = (mod. 22). 

Die gesuchte Zahl x mufs danach durch die Moduln 3, 6, 22,' 
also durch 66 teilbar sein. Die kleinste Zahl, welche diesen Be- 
dingungen geniigt, ist 66, und somit besteht die Periode des 
vorgelegten Bruches aus 66 Ziffem. Dasselbe Resultat hatte die 
Tabelle von Gauss geliefert. 

X. Die Briiche — und :r^ in Duodezimalbriiche zu verwandehi. 

17 lo 

Man erhalt, wenn a = zehn. /3 = 11 ist, 

^ = 0,08579214/3 36429 a 70 . . ., ^ = 0,08. 

XI. Zu beweisen, dafs 

durch j>^ teilbar ist, wenn die Primzahl p weder in a noch in b 
aufgeht. 

Xn. Fiir welche Basis g ist 

1= 0,77 ...? 
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Aus 



folgt 



d. i. 



Es ist also 



9'^ 9' 



+ 7^ + --- = 



9 





T 


1 






9 


7 





g-\ 2 



gf — 1 = 14, folglich g = 15. 
Xin. Fiir welche Basis ist ebenso 



^ = 0,121 . . .? 
5 



Man erhalt ^ = 4* 



Achtes Kapitel. 
Kongruenzen zweiten Orades. 



§. 103. 
Auflosung der rein quadratischen Kongruenz. 

Die Eongruenz 

x^ ^ a (mod. m) 

ist eine binomische Eongruenz zweiten Grades und als solcbe 
schon in §. 79 (fur m = p), §. 94 (w = p^ oder 2p^), §. 97 (fur 
m = 2*) und §. 98 (fiir m = 2^^ p^ qt* . . .) behandelt worden. 
Auch wird sie uns in der Folge noch eingehend beschaftigen. 
Zum besseren Verstandnis der nachstebenden Entwicklungen wird 
68 aber bin und wieder scbon vorher notig sein, die Wurzeln 
einer solcben Eongruenz zu bestimmen. Desbalb soil bier ein 
einfaches Probierverfabren gelebrt werden, welcbes diese Wurzeln 
in den meisten Fallen scbnell liefert. Dasselbe bestebt darin, 
dafs man die Reibe 

a, a -|- w, a -f- 2 tn, ... 

bildet und sicb die Quadratzablen merkt, die in derselben vor- 
kommen. Jede dieser Quadratzablen fi^ liefert ein Wurzelpaar 
i ^ der Eongruenz x^ ^ a (mod. m). 

Die Frage, wie weit man die Reibe fortzufiibren hat, um 
alle Wurzeln zu erbalten, wird bei der spateren Bebandlung 
des Verfabrens ibre Erledigung finden. Hier sei nur im voraus 
niitgeteilt, dafs man sicb, um alle Wurzeln. zu finden, im all- 
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gemeinen auf die ersten -E f — j Glieder beschranken kann, wo 

jB f — j die grofste in dem Bruche — enthaltene ganze Zahl be- 

zeichnet. 

SoUen z. B. alle Wurzeln der Eongnienz x^ ^ I (mod. 40) 
gefunden werden, so bilde man die Reihe 

1, 41, 81, 121, 161, 201, 241,* 281, 321, 361. 

In derselben befinden sich die vier Quadratzablen 1 , 81 , 121, 
361; folglich hat die Kongnienz die acht Wurzeln 

± 1, ± 9, ± 11, ± 19. 

§. 104. 

Verwandlung der gemischt quadratischen Kongruenz 
mit einer Unbekannten in eine rein quadratische. 

Die allgemeine Kongruenz zweiten Grades mit einer Un- 
bekannten hat die I^orm 

(1) ax^-\-bX'\-c^O (mod. m); 

darin bezeichnen a, ft, c ganze Zahlen, von denen weder a noch 
c durch m teilbar sein kann, da die Kongruenz sonst aufhoren 
wiirde, vom zweiten Grade zu sein. Dagegen kann 6^0 (mod. m) 
sein. In diesem Falle ist die Kongruenz eine rein quadratische. 

Wir setzen jetzt voraus, dafs keiner der Koeffizienten a, J, c 
durch den Modul m teilbar ist, und woUen zeigen, wie man dann 
die Kongruenz in eine rein quadratische verwandelt, deren erstes 
Glied zugleich den Koeffizienten 1 hat. 

I. Wenn a prim zum Modul m ist, so konhen wir nach 
§. 40 eine 2ahl a bestimmen, welche der Bedingung 

aa ^ 1 (mod. m) 

geniigt. Die Zahl a wird augenscheinlich ebenfalls prim zu w 
sein. Durch Multiplikation der vorgelegten Kongruenz mit a er- 
giebt sich dann 

(2) x^-\-bax-{-ca^O (mod. m). 
[Der Modul bleibt w, eben weil a prim zu m ist.] 
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Wenn nun erstens ha eine gerade Zahl ist, die mit 2/3 
bezeichnet werden moge, so ersetzen wir (2) durch 

x^ + 2 fix + /5« + ca — /5« = (mod. m), 

d. L 

(3) {x 4- /J)> -p (ca — /52) = (mod. m), 

und auf diese Weise haben wir eine rein quadratische Kongruenz 
mit der Unbekannten x -{- fi erhalten (Beispiele I und II). 

Wenn zweitens ha zwar ungerade, zugleich aber auch m 
ongerade ist, so konnen wir ha durch die kongruente gerade 
Zahl — (m — J a) ersetzen und dann verfahren, wie eben ge- 
zeigt worden ist (Beispiel III). 

Wenn drittens ha ungerade und zugleich m gerade ist, 
also eine Kongruenz der Form 

(4) x^ + (2/J + l)a; + c = (mod. 2|x) 

Yorliegt, so erhalten wir durch Multiplikation mit 4 

4x3 _|_ 4(2/3 + \)x + 4c = (mod. 8^) 
Oder 

[2x + (2|3 + l)p + [4c - (2^ + 1)2] = (mod. 8ft), 

nnd das ist eine rein quadratische Kongruenz mit der Un- 
bekannten 2 ic -f (2 /S + 1) (Beispiel IV). 

n. Es sei jetzt a nicht prim zum Modul m. Dann laTst sich 
der Koeffiizient von x^ in der Kongruenz (1) nicht auf die Ein- 
heit reduzieren. 

Wenn nun erstens h eine gerade Zahl 2/3 ist oder sich 
durch eine kongruente gerade Zahl ersetzen lafst, was im Falle 
eines ungeraden Moduls stets moglich ist, so erhalten wir durch 
Multiplikation der Kongruenz (1) mit a 

a'^x^ -{- 2fiax -\- ca ^() (mod. a m) 
Oder 

(5) (ax + /S)2 -f (ca — /Ja) = (mod. am), 

und das ist eine rein quadratische Kongruenz mit der Unbekannten 
aa; + j8 (Beispiel V). 

Wenn zweitens h ungerade ist und sich auch nicht durch 
eine kongruente gerade Zahl ersetzen lafst (der Modul ist in 
diesem Falle gerade) , so haben wir mit 4 a zu multiplizieren. 
Dadurch erhalten wir 
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4sa^x^ -\- 4:abx -\- 4tac ^ (mod. 4am) 
oder 

(6) (2aa; + 6)2 + (4ac — 62) = (mod. 4aw), 

und das ist ebenfalls eine rein quadratische Eongruenz; ihre 
Unbekannte ist 2ax -\- b (Beispiel VI). 

Man kann also eine gemischt quadratische Eongruenz immer 
durch eine rein quadratische ersetzen. Nach Auflosung der 
letzteren, d. i. nach Bestimmung der Werte der neuen Dn- 
bekannten, hat man dann noch die Werte der urspriinglichea 
Unbekannten x zu suchen. 

Beispiel e. 1. Die Eongruenz 

bx^—Wx — 12^0 (mod. 23) 

geht durch Multiplikation mit 14 uber in 

70a;a — 154j: — 168 = (mod. 23) 
oder 

a?2 — 16x — 7 = (mod. 23). 

Es ist also 

(a; — 8)» — 7 — 64 = (mod. 23) 
oder 

{x — 8)2 = 2 (mod. 23). 

Die Reihe 2, 25, . . . enthalt die Quadratzahl 25 1); es ist also 

X — 8 ^: -|- 5 und ^ — 5, 
folglich 

a: = + 13 und = + 3 (mod. 23). 

II. 3 x2 + 4\r 4- 5 = (mod. 20), 

21^:2^^28^4-35 = 0, 

a:« -(- 8a; 4- 15 = 0, 

(^ + 4)2 + 15 — 16 = 0, 

{X 4- 4)2 = 1 (mod. 20). 
Die Reihe 

1, 21, 41, 61, 81 

enthalt die Quadratzahlen 1 und 81, folglich ist 

^ + 4 = + 1, - 1, + 9, - 9, 
also 

a: = — 3, — 5, 4- 5, — 13 (mod. 20). 



^) Da der Modul 23 eine Primzahl ist, so giebt es, wie wir gpater 
sehen werden, nur ein Wurzelpaar. Man darf also die Reihe abbrecheOt 
sobald eine Quadratzahl erscheint. 
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(mod. 19), 
0, 
0, 
-4, 



III. 7x^— 3x-{- 11 i:e 
llx^ — S3x-\- 121 ^ 

x^—Ux-]- 1 -^ 

{X — 7)2 - - 42 
a: — 7 = 4- 2, — 2, 

x=:-{- % 4-5 (mod. 19). 

IV. 5x2 — 3^ _ 2 — (mod. 12), 
25a:2 — 15a;— 10 = 0, 

x^ — 3x -\- 2^0, 

4x2 — 12 ic 4- 8 ^ - (mod. 48),. 
(2x— 3)2^ 1 (mod. 48). 
Die Reihe 

1, 49, 97, 145, 193, 241, 289, 337, 385, 433, 481, 529 

entbalt die Quadratzahlen 1, 49, 289, 529, folglich ist mod. 48 



2a; — 3 e:^ + 1 

2x ^ 4 

a; n^ 2 



Da nun mod. 12 



1 
2 
1 



+ 7 

10 

5 



1 

— 7 


+ 17 


— 17 


+ 23 


— 4 


20 


— 14 


26 


-2 


10 


— 7 


13 



— 23 

— 20 

— 10. 



10 = — 2, —7 = 5, 13 E- 1, — 10 L_- 2 

ist, so besitzt die vorgelegte Kongruenz nur die vier Wurzeln 

X— \, ±2, 5 (mod. 12). 

V. 3x2+ 4x+ 9= (mod. 12), 

9x2 + 12x-f 27 - (mod. 36), 

(3x -f 2)2 :- — 23 - 13 (mod. 36). 

Die Reihe 

13, 49, 85, 121, 157, 193, 229, 265, 301 

enthalt die Quadratzahlen 49 und 121, folglich ist (mod. 36) 



3a; + 2 
3a; 

X 



+ 7 
5 



— 7 

— 9 

— 3 



11 
+ 9 
+ 3 



— 11 

— 13 



Die vorgelegte Kongruenz besitzt also die beiden Wurzeln 
x = ±d (mod. 12). 



Wertheim, Zahlenlehre. 



21 



322 



Achtes Eapitel. 



§. 105. 



VL Sx^-\- X — 4: 

86a;2 + 12^ — 48 

(6 a; + 1)2 

Die Reihe 



(mod. 10), 

(mod. 120), 

49 (mod. 120). 



49, 169, 289, 409, 529, 649, 769, 889, 1009, 1129, 1249, 1369, 

1489, 1609, 1729, 1849, 1969, 2089, 2209, 2329, 2449, 2569, 

2689, 2809, 2929, 3049, 3169, 3289, 3409, 3529 

enthalt die Quadratzahlen 49, 169, 289, 529, 1369, 1849, 2209, 
2809, folglich ist (mod. 120) 



6a; + 1 = + 7 
6a; = 6 
1 



X nr: 



— 7 


+ 13 


— 13 


+ 17 


— 17 


+ 23 


8 


+ 12 
+ 2 


— 14 


+ 16 


— 18 

— 3 


+ 22 



6a; + 1 = + 37 

6 a; = + 36 

x = + 6 



Nun ist aber mod. 10 

— 8 = 2, — 9 = 1, — 4 



6, 



7, 



folglich hat die vorgelegte Kongruenz die vier Wurzeln 

^ = 1, 2, 6, 7 (mod. 10). 



— 23 

— 24 

— 4 



— 37 


+ 43 


— 43 


+ 47 


— 47 


+ 53 


38 


-1- 42 
+ 7 


— 44 


+ 46 


— 48 

— 8 


+ 52 



— 53 

— 54 

— 9. 



§. 105. 

Quadratische Reste und Nichtreste (Euler, Commenta- 

tiones arithmet. coUectae I, p. 477 ff.). 

Wir haben in §. 104 gesehen, dafs jede Kongruenz zweiten 
Grades mit einer Unbekannten auf die Form 

x^ ^ a (mod. m) 

gebracht werden kann. Man kann sich nun leicht iiberzeugen, 
dafs diese letztere Kongruenz bei gegebenem Modul m nicht fur 
alle Werte von a moglich ist. Bilden wir namlich die Reste, 
welche die Quadrate der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... fiir den Modul w 
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geben, so konnen wir uns, da die Quadrate kongruenter Zahlen 
kongruent sind, auf die Zahlen 

(1) 0, 1, 2, 3, . . ., (m — 1) 
beschranken. Nun ist fiir jeden Wert von k 

(m — ky = m2 — 2mA; -|- i^ = fca (mod. m); 

folglicb bilden die Quadrate der Zahlen (1), wenn man das erste 
Glied (Null) weglafst, das sind die Zahlen 

(2) 1, 4, 9, . . ., 9, 4, 1 

eine Reihe, in der jedenfalls die von den Enden gleich weit ent- 
iemten Glieder einander gleich sind. Es werden also, wahrend 
einige der Zahlen (1) sich in (2) mehrmals vorfinden, andere gar 
nicbt Yorhanden sein. 

So enthalt fur w = 7 die Reihe (1) die Zahlen 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6; die Reihe (2), welche die Reste der Quadrate der Zahlen 
von 1 bis 6 giebt, wird 1, 4, 2, 2, 4, 1 sein. Wahrend also in 
(2) jede der Zahlen 1, 2, 4 zweimal erscheint, kommen 3, 5, 6 
gar nicht vor. 

FUr den Modul 12 wird die Reihe (2) 

1, 4, 9, 4, 1, 0, 1, 4, 9, 4, 1 

sein; es fehlen also die Zahlen 

2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11. 

Danach ist die Kongruenz x^ ^ 2 (mod. 7) moglich; ihre Wurzeln 

sind + 3. Ebenso ist die Kongruenz x^ ^ I (mod. 12) moglich; 

sie hat die vier Wurzeln +1, +5. Dagegen sind die Kon- 

gruenzen 

x^ = S (mod. 7), x^ = 2 (mod. 12) 

unmoglich, d. h. es giebt keine ganze Zahl, deren Quadrat fur 
den Modul 7 den Rest 3 oder fiir den Modul 12 den Rest 2 
liefert. 

Die Zahlen 

0, 1, 2, 3, . . ., m — 1 

und somit alle Zahlen lassen sich danach in zwei Klassen teilen. 
Die erste Klasse umfafst alle diejenigen Zahlen a, die einer 
Qnadratzahl fiir den Modul m kongruent sind, fiir die also die 
Kongruenz x^ ^ a (mod. m) moglich ist. Die zweite Klasse ent- 
halt alle diejenigen Zahlen, die keiner Quadratzahl fiir den 

21* 
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Modul m kongruent sind, fiir die also die Kongruenz 

x^ ^^ a (mod. m) 

unmoglich ist. DieZahlen der ersten Klasse heifsen die quadrati- 
schen Reste von m^ die Zahlen der zweiteu Klasse die quadrati- 
schen Nichtreste von m. Wo kein Milsverstandnis zu be- 
fiirchten ist, sagt man einfach Reste und Nichtreste. Der 
Modul 7 hat also die Reste 0, 1, 2, 4, die Nichtreste 3, 5, 6; der 
Modul 12 hat die Reste 0, 1, 4, 9, die Nichtreste 2, 3, 5, 6, 7, 
8, 10, 11. 

Anmerkungen. I. Da 2, 3, 7, 8 Nichtreste von 10 sind, 
so kann eine dekadisch geschrieberie Zahl, wenn sie auf eine 
dieser Zifiern endigt, keine Quadratzahl sein. Dies war schon 
den Mathematikern des 11. und 12. Jahrhunderts bekannt, so 
dem Alkarkhi (Kafi fil Hisab, iihersetzt von A. Hochheim, 
II, S. 13), dem Abraham ibn Esra (Sefer Ha-Mispar, iiher- 
setzt von M. Silberberg, S. 66). Nicolas Chuquet er- 
wahnt die Thatsactie in seinem 1484 abgefafsten Werke Triparty 
en la Science des Nombres (Ausgabe von Aristide Marre, p. 108). 
Alkarkhi und Ibn Esra geben 1. c. auch 0, 1, 4, 7 als 
quadratische Reste von 9 an. 

II. Bei der Berechnung der quadratischen Reste bedient 
man sich mit Vorteil der Formel 

(n — 1)2 + (2 n — 1) = n\ 

schreibt also z. B., wenn die Reste von 23 gefunden werden sollen, 

1, 1-4-3 = 4, 4 + 5 = 9, 9 + 7 = 16, 16 + 9 = 25 = 2, 
2 -)- 11 = 13, 13 + 13 = 3, 3 + 15 = 18, 18 + 17 = 12, 

12 -f 19 = 8, 8 + 21 = 6. 

Die Reste von 23 sind also 

0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18, 

die Nichtreste 

5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22. 

III. Der Einfachheit wegen schliefsen wir im Folgenden die 
Zahl 0, welche immer Rest ist, und die Zahlen, welche nicht 
prim zum Modul sind, von der Betrachtung vorlaufig aus. 






•^ 
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§. 106. 
Reste einer ungeraden Primzahl. 

Fiir die (einzige) gerade Primzahl 2 ist 1 quadratischer Rest, 
ein Nichtrest ist nicht vorhanden. Fiir die ungeraden Prim- 
zahlen gilt der 

Lehrsatz. Wenn der Modul p eine ungerade Prim- 
zahl ist, so enthalt die Reihe 

1, 2, 3, . . ., i> — 1 

~. — Reste und ebenso viele Nichtreste. 
z 

Be we is. Wir zeigeo, dafs die Quadrate der Zahlen 

1 2 3 ^-~^ 

fiir den Modul p nicht kongruent sein konnen. Waren a und 
& < a zwei dieser Zahlen, und hatte man 

a2 = b\ also a^ — 62 = 0, 
d. i. 

{a -{- h){a — 6) ^ (mod. p), 

so miifste, da p eine Primzahl ist, entweder a -\- b oder a — b 
dnrch p teilbar sein. Das ist kber unmoglich; denn da jede der 

Zahlen a, b kleiner als ^ sein soil, so ist sowohl a -|- 6, als auch 

a— 6 kleiner als j), und da a > 6 vorausgesetzt wird, so ist 

a — 6 von Null verschieden. Die Quadrate der ersten Halfte 

der Zahlen 

1, i^, o, . . •, p 1 

Bind also inkongruent. Die Quadrate der folgenden Zahlen 

p + 1 |)_+3 _ 

liefem aber wieder dieselben Reste wie die Quadrate der Zahlen 

1 2 3 ^-^~^ 

und zwar in umgekehrter Reihenfolge; denn es ist, wenn 

p =r 2 w -f- 1 
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gesetzt wird, die erste Halfte der in Betracht kommenden Zahlen 

1, 2, o, . . ., w, 

die zweite Halfte 

n -|- 1, n + 2, . . ., 2w, 
und man hat 

(w + 1)2 = n8 + (2 n + 1) = wa -f |) = n2 (mod. jp), 

(n + 2)3 = (n— l)2+3(2n+l) = (n— 1)2 + 3p = (n— !)», 

(2w)2= I2_|-(2n— l)(2w-f 1) = 12-)-(2n— l)i>=12(mod.p). 
Somit sind unter den Zahlen 

1, 2, o, •••?!> — 1? 
also auch in jedem voUstandigen Restsysteme des Moduls p ebenso 

viele Reste wie Nichtreste, d. i. -^—^ — Zahlen jeder der beiden 
Arten vorhanden. 

tJber die Wurzeln der Kongruenz x^ ^ a (mod. p). 

Wenn | eine Wurzel der Kongruenz x^ ^ a (mod. p) be- 
zeichnet, so ist auch — | eine Wurzel derselben; denn es ist 

(— 1)2 = |2 (mod. i>), 

und — I kann nicht -\- | kongment sein, da sonst die Dififerenz 
beider Zahlen, d. i. 2|, durch p teilbar sein miifste, was die 
Teilbarkeit von | durch p erfordem wiirde. Die Kongruenz hat 
dann also die beiden Wurzeln + |, und da sie nach §. 47, Lehr- 
satz 1 nicht mehr als zwei Wurzeln haben kann, so sind Hi | 
ihre einzigen Wurzeln. 

Anmerkung. Wir lassen hier die Zahlen von 1 bis j> — 1 
fiir jeden der beiden Moduln 

p = 17, p = 19 

folgen; dabei ist zur Veranschaulichung unter jeden Rest das 
Zeichen -(-, unter jeden Nichtrest das Zeichen — gesetzt 

I. mod. 17. 

7 8 

10 9 

- + 



•1 


2 


3 


4 


5 


6 


+ 












16 


15 


14 


13 


12 


11 


+ 


+ 
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n. 


mod. 19. 








1 


2 


3 


4 


5 6 


7 


8 


9 


+ 




— 


— 


+ + 


+ 




+ 


18 


17 


16 


15 


14 13 


12 


11 


10 


— 


+ 


+ 


— 


— — 




+ 





Aus diesen Beispielen entnehmen wir den Satz, der in §. 115 
bewiesen werden soil: 

Wenn die Primzahl p die Form 4n -|- 1 hat, so 
sind zwei einander zum Modul erganzende Zahlen 
beide Reste oder beide Ni chtreste. Hat dagegen der 
Modul die Form 4n -|- 3, so ist von zwei Zahlen, die 
einander zum Modul erganzen, die eine ein Rest, die 
andere ein Nichtrest. 

Da nun -f- 1 ein Rest {iir jede Primzahl ist, so wiirde sich 
aus dem vorhergehenden Satze weiter ergeben: 

Fiir die Primzahlen p der Form 4n -f" 1 is^ 

p— I =—l 

ein Rest, fiir die Primzahlen der Form 4n-|-3 ein 
Nichtrest. 

§. 107. 
Reste einer Potenz einer ungeraden Primzahl. 

Lehrsatz I. Unter den (p(p^) Zahlen, welche prim 
zu p^ und kleiner als p^ sind, befinden sich ebenso 
Yiele Reste wie Nichtreste Yon pK 

Beweis. Wenn die Zahl a prim zu p^ ist, so ist es auch 
p^ — o, und wenn 



ist, so ist 



a< 2 i^^ 



p^ — a > ^ pK 



Daher ist die Halfte der Zahlen, die prim zu p^ und <C p^ siud 
kleiner, die andere Halfte grofser als ^ p^- 
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Es soil nun gezeigt werden, dafs die Quadrate der einen 

Halfte, etwa der Zahlen, die < ^ jp^ sind, nicht kongruent sein 

konnen. Es seien a und b <^ a zwei solche Zahlen. Ware dann 

a2 E^ fta, also a2 — 62 ^ 0, 
d. i. 

(a + 6)(a — 6) zz (mod. p^), 

80 miifste entweder eine der Zahlen a -{- b, a — b durch p^ teil- 
bar sein, oder es miifste a -\- b durch eine Potenz p^ (wo fc < A 
ware) und a — b durch p^"*, also jedenfalls sowohl a -\- b ala 
auch a — b durch p teilbar sein. Beides ist aber unmoglich. 
Da namlich 

vorausgesetzt wird, so ist sowohl a -\- b, als auch a — b kleiner 
als p^] ferner ist a — b von Null verschieden, denn b soil < a 
sein. Somit ist weder a -[-6, noch a — b durch p^ teilbar. 
Ware ferner jede der beiden Zahlen a -\- b^ a — b durch p teil- 
bar, so miifste auch ihre Summe, d. i. 2 a, und ebenso ihre 
Differenz, d. L 26, durch j? teilbar sein; da aber 2 prim zap 
ist, so wiirde das erfordern, dafs sowohl a als auch b durch j) 
teilbar ware, wahrend a und b prim zu p sein soUen. Die 

Qaadrate der — (p{p^) Zahlen, welche prim zu p und <i ^ p^ 

sind, sind also in der That inkongruent, und somit haben wir 

— y(i>^) quadratische Reste von p^ erhalten. 

Noch andere quadratische Reste besitzt aber p^ nicht; denn 
die zweite Halfte der Zahlen, die prim vi p^ und <^p^ sind, 
liefert wieder (in umgekehrter Reihenfolge) dieselben Reste wie 
die erste Halfte, da allgemein 

{p^ — ay ■= p^^ — 2ai)^ -|- a2 ^ a2 (mod. p^) 

ist. Somit ist die Zahl der Reste wie die der Nichtreste gleich 

- f^{p'^) = -(p_ l)j)^-i. 

Lelirsatz 11. Jeder Rest von p ist auch Rest von 
p^', jeder Nichtrest von p Nichtrest von p^. 



r 
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Beweis. Der zweite Teil des Satzes leuchtet ohne weiteres 
ein. Wenn namlich die Kongmenz 

x^ ^^ a (mod. p) 
nnmoglich ist, so lafst sich auch kein Wert von x tiuden, fllr 
welchen x* — a durch |>^ teilbar ware. Somit ist jeder Nicht- 
rest Yon p auch Nichtrest tod p\ and wir haben die Reste von 
|)^ nur unter den Resten von p zu suchen. 

Nun lassen sich die q>{p') = (i* — l)l^~^ Zahlen, welehe 
prim zu p und <; p^ sind, iolgendermafsen in pl^—^ Reihen 
schreiben: 

!■ Jt^ Oi • . .^ p — — X) 

1) + I, l> — 2, i> + 3, . . ., 2i> — 1, 

V^—p-^\. i>^ — i> + 2, i>^— i)-t-3, ..., i>^ — 1. 
Da jede dieser Reihen ein ToUstandiges Restsystem fiir den 

Modul p bildet, so enthalt sie — - — Reste von p\ es sind also 

At 

in den p^-^ Reihen im ganzen — ( jj — l)i>^~^ Reste von p vor- 

handen, und ebenso grofs ist die Anzahl der Reste von p^, 
Wenn nun ein einziger jener Reste von p Nichtrest von p^ ware, 
80 miifste es einen Rest von p*^ geben, der Nichtrest von p ware, 
und das ist oben als nnmoglich bewiesen worden. Somit ist auch 
jeder Rest von p ein Rest von p'*^, 

Anmerkung. Auch hier lasse ich fur zwei Moduln p^ die 
Zahlen, welehe prim zu p^ und <Ci>^ sind (fur den ersten ist 
])= 4w -J- 1, fiir den zweiten 4n -f- 3), folgen und setze unter 
jede Zahl das Zeichen -|- oder — , jenachdem sie Rest oder Nicht- 
rest des betreflFenden Moduls ist. 









I. mod. 25. 
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4 6 7 8 9 
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21 19 18 17 16 
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+ + + 
II. mod. 27. 






1 


2 


4 


5 7 8 10 


11. 


13 


— 


— 




- + - + 






26 


25 


23 


22 20 19 17 


16 


14. 








+ - + - 
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Aufgabe. Aus der Wurzel a der KongrueDz 

(1) x^ ^ a (mod. p^) 
eine Wurzel der Eongruenz 

(2) x^ ^ a (mod. ^ + 1) 

herzuleiten. 

Losung. Da a eine Wurzel von (1) ist, so wird a -\- hp*^ 
fur jeden Wert von h der Eongruenz (1) geniigen. Wir woUen 
jetzt uber die unbestimmte Grofse h so verfugen, dafs a-\-hp^ 
eine Wurzel von (2) werde, dafs also 

(a + hp^y -^^ a (mod, p^ + i) 

sei. Durch Entwicklung der linken Seite folgt 

aa + 2Tcc6p^ + k^p^^ = a (mod. p^ + ^% 

Oder, da 2 A jedenfalls nicht kleiner als X -|- 1 ist, 

2Jcap^ ^ a — a2 (mod. p^ + ^). 

Nun ist a eine Wurzel von (1), also a — oc^ durch p^ teil- 
bar. Wenn wir 

a — u^ = fi,p^ 

annehmen und die letzte Eongruenz durch p^ dividieren, so er- 

halten wir 

2 fc a ^ /3 (mod. p). 

2 a ist prim zu p\ folglich ist diese Eongruenz stets moglich uDd 
liefert fur jedes a einen Wert von ft; jeder Wurzel von (1) 
entspricht also eine Wurzel von (2), und diese letztere ist be- 
kannt, sobald man ft bestimmt bat. 
Nach §. 106 hat die Eongruenz 

x^ ^ a (mod. p) 

zwei verschiedene Wurzeln; jede derselben liefert eine Wurzel von 

x^ ^^ a (mod. p^\ 
jede der letzteren ebenso eine Wurzel von 

x^ ^^- a (mod. p^), 
u. s. w. Die Eongruenz 

x^ ^^ a (mod. p^) 

hat also in jedem Falle zwei verschiedene Wurzeln, wofern nur 
a ein quadratischer Rest von p ist. 



J 



§.108. 



Das Prodnkt aller Zahlen u. 8. w. 
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Beispiele: L Die Kongruenz x* ^ b hat fiir den 



Modal 


11 


11* 


11" 


11* 


die Wurzeln .... 


± 4 


± 48 


± 73 


± 6582. 



11. Die Kongruenz a:^ n^ 2 hat fiir den 



Modnl 

die Wurzeln .... 



+ 3 I 



7« 
± 10 



78 
± 108 



in. Die Kongruenz x^ ^ — 1 hat fiir den 



7* 

± 236. 



Modul 


5 


5* 


5» 


5* 


5» 


die Wurzeln .... 


± 2 


± 7 


± 57 


± 182 


± 1068. 



§. 108. 
Das Produkt aller Zahlen, die prim zn p^ und <Ci>^ sind. 

Da die Zahl + 1 Rest von p^ ist, so ist die Kongruenz 

x^ ^ I (mod. p^) 

moglich und hat zwei Wurzeln. Es sind dies die Zahlen -|- 1 
und j)^ — 1 ^ — 1 ; ihr Produkt ist 

^E — 1 (mod. p^y 

Was nun die iibrigen (p{p^) — 2 Zahlen betrifFt, die prim 
zu j)^ und <i>^ sind, so lassen sich dieselben zu je zweien in 
der Weise zusammenstellen, dafs das Produkt der beiden Zahlen 
jedes Paares 

^ -{- I (mod. p^) 

ist.* Bezeichnet namlich a eine dieser q)(p^) — 2 Zahlen, so ist 
die Kongruenz 

ax :^ 1 (mod. p^), 

weil a prim zvl p^ ist, moglich und hat eine Wurzel |, die des- 
halb von a verschieden sein mufs, weil sonst a eine Wurzel der 
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Kongruenz x^ ^ 1 (mod. p^)^ also + 1 sein miifste, was nicht 

der Fall sein soil. 1st b eine zweite jener Zahlen, so hat auch 

die Kongruenz 6a; ^ 1 (mod. p^) eine, aber auch nur eine 

Wurzel, die mit |' bezeichnet werden moge. 

Ware nun 

I' -^.- g (mod. p^), 
so hatte man 

und da auch a| ^e 1 ist, 

6| ^ a| (mod. p^). 

Diese Kongruenz konnte man durch | dividieren, und man er- 
hielte, weil | prim zn p^ ist, 

a ^ b (mod. p^), 

wahrend a und b als inkongruent vorausgesetzt werden. 

Da das Produkt der Zahlen 1 und p^- — 1 den Rest — 1 
liefert, das Produkt jedes Paares der iibrigen Zahlen und daher 
auch das Produkt aller iibrigen Zahlen den Rest -[" 1» so ist 
das Produkt aller Zahlen, die prim zu p^ und <i>^ sind, 

^ — 1 (mod. p^'), 

oder das um 1 vermehrte Produkt ist durcb den Modul p^- teilbar. 

Anmerkung. Im Vorhergehenden ist der Wilsonsche 
Satz auf den Fall ausgedehnt, in welchem der Modul eine 
Potenz einer ungeraden Primzahl ist. 



§. 109. 

Eulers Kriterium zu entscheiden, ob eine Zahl Rest 

oder Nichtrest einer ungeraden Primzahl oder einer 

Potenz einer solchen sei (Euler, Opuscula analytica I, 

p. 263 = Commentationes arithmet. coUectae II, p. 11). 

Lehrsatz. Eine Zahl a ist Rest oder Nichtrest von 
p\ A > 1, jenachdem 

oder 

^ — 1 (mod. p^) 
ist. 



§. 109. Eulers Kriterium zu entscheiden n. s. w. 333 

Beweis. Es seien m und a zwei von den q){p^) Zahlen, 
die prim zu p^ und < i>^ sind. Dann hat die Kongruenz 

tnx ^ a (mod. p^) 

stets eine and nur eine Losung. Diese Losung kann erstens 
gleich m sein. Dann ist 

m^ ^ a (mod. jp^), 

also a Rest von p^ und m eine Wurzel der Kongruenz 

x^ ^ a (mod. p'^). 

Die zweite Wurzel wird p'^ — m sein, und das Produkt beider 
Wurzeln ist 

^ — m^ ^ — a (mod. p^). 

Nach Ausscheidung von m und |)^- — m bleiben noch q>(p^) — 2 

Zahlen, die prim zu p^ und < JP^ sind. Diese lassen sich in 

Gruppen von je zweien so zusammenstellen , dafs das Produkt 

der Zahlen jedes Paares 

^ a (mod. p'^') 
sei. Da 

8olche Paare vorhanden sind, so erhalten wir als Rest des Pro- 

dakts derselben 

-Ly(p^)_i 

Somit ist das Produkt aller Zahlen, die prim z\x p^ und <ip^ 
sind, im voriiegenden Falle, d. i. wenn a ein Rest von p^ ist, . 

^ — a.a^ ^ — a^ 

Wenn dagegen a ein Nichtrest von p^ ist, so bilden die 

Zahlen, die prim zu p^ und <Cjp^ sind, — (p{p^) Gruppen von je 

zwei Zahlen, deren Produkt a ist. In diesem Falle erhalten wir 
also fur das Produkt aller dieser Zahlen den Rest 

a 2 (mod. p^). 

Nun ist nach §. 108 das Produkt aller Zahlen, die prim zu 
p^ und <Cp^ sind, 

^ — 1 (mod. p^y 
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Es ist also, wenn a ein Nichtrest von p^ ist, 

dagegen, wenn a ein Rest von p^ ist, 

— a^ =—1, 



also 



^>(P^)_^ 1 (mod. ^^OO- 



Aufgaben. I. Die im vorhergehenden Beweise benutzte 
Gruppierung der Zahlen, die prim zu p^ und <C i>^ sind, fiir den 
Modal 27 vorzunehmen. 

1) Es ist 19 ein Rest von 27, und man erhalt 

10.17 = — 19 
und aufserdem 

1.19 = 2.23 = 4.25 = 5.20 = 7.22 = 8.26 = 11.14 

= 13.16 = 19 (mod. 27), 

also ist das Gesamtprodukt 

= — 199 (mod. 27). 

2) Die Zahl 2 ist ein Nichtrest von 27, und man erhalt 

1.2 = 4.14 = 5.22 = 7.8 = 10.11 = 13.23 = 16.17 
= 19 . 20 = 25 . 26 = 2 (mod. 27), 

also ist das Gesamtprodukt 

= 29 (mod. 27). 

IL Zu bestimmen, ob 11 Rest oder Nichtrest von 25 ist. Da 

9 (25) = 20, ^9 (25) = 10 

ist, so haben wir den Rest von ll^o (mod. 25) zu berechnen. 
Als solcher ergiebt sich -|- 1, folglich ist 11 Rest von 25. 
Leichter hatte man folgendermafsen geschlossen: Da 

11 + 25 = 36 = 62 



^) Euler giebt 1. c. den Satz nar fur den Fall, dafs der Modal eine 
UDgerade Primzahl ist; bei dieser fur praktische Anwendungen statthaften 
Beschrankung gestaltet sich der Beweis natiirlich etwas einfacher. 



i 
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ist, 80 ist die Kongruenz 

x^ziEll (mod. 25) 

moglich und hat die Wurzeln + 6. 

Noch einfacher ware folgender Schlufs gewesen: Da 

11 =+ 1 (mod. 5) 

Rest Yon 5 ist, so ist die Zahl 11 auch Rest jeder Potenz von 
5, also auch Rest von 25. 

Anmerkung. Mag a Rest oder Nichtrest von p^ sein, in 
jedem Falle erhalt man durch Quadrierung des oben bergeleiteten 
Resultats 

aviph = 1 (mod. p^). 

Das ist der Ausdruck des verallgemeinerten Fer- 
matschen Satzes fiir den Modul m ^= p\ 

Das Legendresehe Symbol (Legendre, Theorie des Nombres, 

I, p. 197). — Wir driicken in Zukunft den Rest von a'^ fiir 

den Modul p^ durch das Symbol f — ^ j aus. Dasselbe hat also den 
Wert -\- 1 oder — 1, jenachdem a Rest oder Nichtrest von p^ ist. 



§. 110. 
Quadratischer Gharakter^) eines Produkts. 

Lelirsatz. Das Produkt zweier quadratischen Reste 
yon p^ ist ein Rest, das Produkt eines Restes in einen 
Nichtrest ist ein Nichtrest, das Produkt zweier Nicht- 
reste endlich ist ein Rest. 

1. Beweis (Gauss, Disquisitiones 98). I. Es seien a, b 
Reste von p\ die aus den Quadraten a^, /Ja herriihren, also 

a = a2, b = /32; 

dann ist 

aft = (a/3)2 (mod. jp^), 

d. h. at ein Rest p\ 



*) Man nennt die Eigenaohalt einer Zahl, Rest oder Nichtrest zu sein, 
ihren Gharakter. 
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II. Wenn a ein Rest, etwa a ^ a\ aber h ein Nichtrest ist, 
so ist ah ein Nichtrest von p^. Ware namlich 

ab ^ k^ (mod. p^)^ 

so konnten wir durch Aiiflosung der nach §. 34 moglichen Kon- 

gruenz 

ax ^ Ic (mod. p^) 

einen Wert | von x bestimmen, fiir welchen a2|2 ^ ic2 oder, da 

a2 ^ a und fc^ ^ ^j gein soil, a^^ ^ ab ware. Hieraus wiirde 

aber 

6 ^ |2 (mod. ^^) 

folgen. Somit ware b ein Rest von p\ und das ist gegen die 
Voraussetzung. 

Oder auch: Wenn man die ^ (p{p^) Reste, die sich unter 

den q){p^) Zahlen vorfinden, welche prim zu ^j^ und <Z P^ sind, 

mit a multipliziert, so erhalt man ^ (p{p^) inkongruente Pro- 

dukte, und jedes derselben ist ein Rest von p^\ auf diese Weise 

werden — (p(p^) Reste von p^ gebildet. Wird jetzt der Nicht- 

rest b ebenfalls mit a multipliziert, so ist das Produkt keinem 
der vorher erhaltenen Produkte kongruent. Ware nun ab eben- 
falls ein Rest von ^V^o wiirde die Anzahl der Reste 

1^ 
2 



<3P(P')+1 



betragen, und das widerspricht dem Lehrsatz I des §. 107. 

III. Endlich seien a, b Nichtreste von p^, Wenn man dann 
samtliche Reste, die sich unter den Zahlen vorfinden, welche 
prim zu ^^'^ nnd <ip^ sind, mit a multipliziert, so erhalt man 

77 9?(i>'^) inkongruente Nichtreste von p^. Das Produkt ab ist 
ji 

nun keinem der ersteren Produkte kongruent. Ware dasselbe 

daher ein Nichtrest, so wiirde es 

inkongruente Nichtreste von p^ geben, was ebenfalls dem I. Lebr- 
satze des §. 107 widerspricht. ab ist somit ein Rest von |?\ 



§. 110. Quadratischer ChHrakter eines Produkts. 337 

2. Be we is. Das Produkt ab ist nach dem Eulerschen 
Kriterium ein Rest oder ein Nichtrest von p\ jenachdem 

{aby '' ^ + 1 Oder eh — 1 (mod. p^) 
ist Nun ist aber 

(aby ^^ a^ , b^ ^ 

und dies Produkt hat, was den Rest fiir den Modul p^ betrifft, 
den Wert -|- 1 , wenn jeder seiner beiden Faktoren entweder 

-f- 1 oder — 1 

ist. Dagegen hat das Produkt den Wert — 1, wenn der eine 
Faktor -f- 1, der andere — 1 ist. 

Znsatz. Ein Produkt beliebig vieler Faktoren ist 
Rest oder Nichtrest von p^, jenachdem es eine ge- 
rade oder eine ungerade Anzahl von Faktoren ent- 
halt, die Nichtreste von p^ sind. 

Bei Anwendung des Legendreschen Symbols wird dieser 
Zusatz durch die Foisiel 

/ab...c\ f^\{^\ f ^\ 

\^^) ~ \fO\p) ' ' ' \J0 
ausgedriickt. 

Bei spiel. Die Zahl 27 hat nach §. 107 die Reste 

(1) 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 
die Nichtreste 

(2) 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 

und man uberzeugt sich leicht, dafs der Rest des Produkts so- 
wohl zweier Zahlen von (1) als auch zweier Zahlen von (2) eine 
Zahl von (1) ist, wahrend die Multiplikation einer Zahl von (1) 
mit einer Zahl von (2) eine Zahl von (2) liefert. 

Anmerkung. Es ist eine empfehlenswerte tJbung, den 
vorhergehenden Satz und einige der friiheren Satze durch An- 
wendung der Indizes zu beweisen. Man erkennt leicht, dafs der 
Iiidex einer Zahl a, gleichgiiltig welche primitive Wurzel man 
als Basis genommen hat, gerade oder ungerade ist, jenachdem a 
quadratischer Rest oder Nichtrest des Moduls ist. 

Wertheim, Zahlenlehre. 22 
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§. 111. 
Reste der Potenzen von 2. 

Da wir nur die Zahlen betrachten, welche prim zum Modal 
sind, and da kongruente Zahlen von demselben quadratischen 
Gharakter sind, so handelt es sich bier nur um die ungeraden 
Zahlen, welche kleiner als der Modal sind, also fiir den Modal 2 
nar am die Zahl 1, fiir den Modal 4 am die Zahlen 1 and 3, 
fiir den Modal 8 am 1, 3, 5 and 7, a. s. w. 

Der Modal sei erst ens 2. Die Kongraenz 

ir2 = 1 (mod. 2) 

hat die eine Warzel 

ic = -|- 1 = — 1 (mod. 2). 

Die Zahl 1 ist also Rest von 2, Nichtreste giebt es fiir diesen 

Modal nicht. 

Der Modal sei zweitens 4. Da ^r^ bei der Division durch 

4 einen angeraden Rest (1 oder 3) geben soil, so mafs x selbst 

angerade sein, etwa 

a; = 2n 4- 1. 
Dann ist 

x^ = 4w2 -j- 4n + 1 = 1 (mod. 4). 

Daraas ersehen wir, dafs 1 Rest, 3 Nichtrest von 4 ist, d. h. 

dafs die Kongraenz 

a;2 = 1 (mod. 4) 

moglich, die Kongraenz 

a;2 = 3 (mod. 4) 

anmoglich ist. Die Kongraenz 

:r2 = 1 (mod. 4) 

hat zwei Warzeln, namlich 1 and 3 oder + 1. 
Dr it tens sei der Modal 8. Es ist 

(4w + 1)2 = 16n2 + 8n + 1 = 1 (mod. 8), 

also das Qaadrat jeder angeraden Zahl von der Form 8i-f-l« 

Danach ist 1 Rest von ,8, wahrend 3, 5, 7 Nichtreste sind. Die 

Kongraenz 

rr2 = 1 (mod. 8) 
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ist also moglich; sie hat die vier Wurzeln 1, 3, 5, 7 oder + 1, 

+ 3. Die Kongruenzen x^ ^ S oder 5 oder 7 (mod. 8) sind un- 

moglich. 

Endlich sei der Modul 2*, wo x > 3 vorausgesetzt wird. 

Wenn 

x^ = a (mod. 2* x > 3) 

ist, 80 mufs auch 

x^^ a (mod. 8) 

sein, da eine durch 2*, x >> 3 teilbare Zahl x^ — a jedenfalls 
auch durch 8 teilbar ist. Die EongrueDZ 

x^ ^ a (mod. 8) 

erfordert aber, dafs a die Form 8 w -j- 1 habe, sie ist unmoglich 

fiir a = 8 w -f- 3, 5, 7. Fiir diese drei Formen ist also auch die 

Kongruenz 

a:a = a (mod 2*, « > 3) 

unmoglich. Wir woUen nun zeigen, dafs sie fiir jedes a, welches 
die Form 8n -|- 1 hat, moglich ist und dann vier inkongruente 
Wurzeln besitzt. Zu diesem Zwecke zeigen wir, dafs und wie 
aus jeder Wurzel einer Kongruenz 

(1) x^ = a (mod. 2\ v ^ 3) 
eine und nur eine Wurzel der Kongruenz 

(2) x^ = a (mod. 2" + !) 

hergeleitet werden kann. 

Es sei also a eine Wurzel von (1). Da a ungerade ist, so 
majjs auch a eine ungerade Zahl sein, ebenso die gesuchte Wurzel 
von (2). Wir nehmen daher 

an und suchen iiber y so zu verfugen, dafs der angegebene Wert 
von X dann der Kongruenz (2) geniige. Wird derselbe quadriert, 
80 erhalt man 

x^ = a^ -\- 2" ccy -\- 2^"-'^ yK 
Nun ist 

2i/ — 2 = (V + 1) + (v — 3), 

also, wenn v = 3 ist, 

2i;— 2 = v-|-l, 
tiir v > 3 aber 

2v — 2>i/-fl. 

22* 
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Daher ist im vorliegenden Falle 

2%v-2 = (mod. 2" + !), 

und wir erhalten durch Einsetzung des fiir x^ hergeleiteten 
Wertes in (2) 

(3) «» + 2^ ay = a (mod. 2^ + 1). 

Da aber a eine Wurzel von (1) ist, so ist a — a* ein Vielfaches 

von 2", etwa = /3.2*. Die Kongruenz (3) geht also, wenn «* 

auf die rechte Seite gebracht und dann beiderseits durch 2* divi- 

diert wird, uber in 

ay ^ P (mod. 2) 

Oder, da a als ungerade Zahl ^ 1 (mod. 2) ist, in 

(4) y = /3 (mod. 2). 

Diese Kongruenz, welche die Wurzel oder 1 hat, jenachdem 
P gerade oder ungerade ist, bestimmt y, und durch Einsetzung 
des Wertes von y in den Ausdruck 

erhalten wir die Wurzel von (2), welche der Wurzel a von (1) 
entspricht. Die Kongruenz (2) hat also ebenso viele Wurzeln, 
wie (1), und mit Bezugnahme auf das fiir den Modul 8 gefundene 
Resultat ergiebt sich der Satz: 

Fiir den Modul 2*, x ^ 3 sind die Zahlen 8n -f- 1 Reste 
die Zahlen 8 n -|- 3, 5, 7 Nichtreste, und die Kongruenz 

x^ ^ a (mod. 2*) 

hat, wenn a ein Rest ist, vier inkongruente Wurzeln. 

Von den 2*-^ ungeraden Zahlen, die < 2* sind, hat -r die 

4 

Form Sn -\- 1. Der Modul 2*, x ^ 3, hat also 

— . 2*-i = 2*-^ 
4 

Reste und 3.2'*-* Nichtreste. 

Anmerkung. Wenn +a das eine Wurzelpaar der Kon- 
gruenz 

x^ ^ a (mod. 2^ x ^ 3) 

ist, so ist 

+ (2*^-1 _ oc) 

das zweite Paar. 
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Es ist namlich 

[+ (2*-i — a)]2 = 22«-2 _ 2*a -|- «» = aa (mod. 2«). 

Wenn also a eine Wurzel der vorgelegten KoDgruenz ist, so 
wird dieselbe auch durch 2* ~" ^ — a befriedigt, und beide Zahlen 
konnen, sobald x ^ 3 ist, nicht kongruent sein; denn wenn 

a = 2*-i — a (mod. 2«) 

ware, so miifste 2a ^ 2* — S also a ^ 2'' — ^ sein; a ware daher 
eine gerade Zahl, was unmoglich ist. 

Beispiel. Die Eongruenz rr^ ^ 17 hat fiir den 

Modul 8 die Wurzeln + 1, + 3, 

16 „ „ +1, + 7, 

32 „ ^ • TT 7, -r 9, 

64 „ „ + 9, + 23. 



7) 

n 
n 



§. 112. 

Die rein quadratische Kongruenz fiir einen beliebig 

zusammengesetzten Modul. 

Wir betrachten jetzt die Kongruenz 

(1) a;2 = a (mod. 2*y qf" . . .), 

wo X, A, ft, . . . ganze positive Zahlen und i>, g, . . . voneinander 
verschiedene ungerade Primzahlen bezeichnen, deren Anzahl n 
sein moge. Wenn die Kongruenz (1) moglich ist, etwa durch 
den Wert x = ^ befriedigt wird, so ist |2 — a durch jede der 
Zahlen 2*, |)^, g^, ... teilbar, d. h. J ist eine Wurzel jeder der 
Kongruenzen 



(2) 



^2 = a (mod. 2*) 
x^ ^ a (mod. p^) 
x^ ^ a (mod. qf^) 



mit anderen Worten: Wenn die Zahl a ein Rest des Moduls 
2»p^qfi . , , igtj so ist sie auch Rest jedes der Faktoren 

2^ p\ qf^, ... 

Wenn a fiir einen einzigen dieser Faktoren Nichtrest ist, so ist 
816 auch Nichtrest fiir das Produkt derselben. 
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Wenn umgekehrt die Kongruenzen (2) moglich sind, so ist 
auch (1) moglich, d. h. a ein Rest von 2^ p^ qf^ . . . 
£8 sei namlich 

a ^ a2 (mod. 2«), a ^ /Ja (mod. i)^), . . . 

Wird dann eine Zahl | bestimmt, welche den Bedingungen 

g ^ a (mod. 2*), ^ ^ fi (mod. p^% . . . 
geniigt, so ist 

^2 = a2 = a (mod. 2^^), ^^ = fi^ = a (mod. p^), . . ., ^ 

folglich ist J^ — a durch jede der Zahlen 

2^ p\ qf^, ... 

teilbar, und da diese letzteren prim zu einander sind, so geht 
auch ihr Produkt in |2 — ^ auf ^ d. h. | ist eine Wurzel der 
Eongruenz (1). 

Anzahl der Wurzeln der Kongruenz (1). — Um alle 
Wurzeln von (1) zu erhalten, haben wir jede Wurzel einer der 
Kongruenzen (2) mit jeder Wurzel jeder der anderen Kon- 
gruenzen (2) zu kombinieren. Nun sind — bei vorlaufigem Aus- 
schlufs der ersten der Kongruenzen (2) — n Kongruenzen (2) 
vorhanden, von denen jede zwei Wurzeln besitzt. Diese gestatten 
2* Kombinationen. Da nun die erste der Kongruenzen (2), wie 
wir oben gesehen haben, eine oder zwei oder vier Wiirzeln be- 
sitzt, jenachdem ihr Modul = 2, = 4 oder 5 8 ist, so ergeben 
sich fur die Kongruenz (1) im ganzen 

2* oder 2.2« oder 4.2'» 

Wurzeln, jenachdem x = 1, = 2 oder > 2 ist. 

Beispiele. 

I. x^ = 37 (mod. 84 = 2«.3.7) 
[± 11, ± 17, ± 25, + 31]. 

XL a;2 = 111 (mod. 125 = 58) 

[+ 19]. 
m. x^ = 55 (mod. 162 = 2 . 3*) 

[± 53]. 
IV. x^ = 319 (mod. 378 = 2 . 3« . 7) 

[+ 47, ± 61]. 
V. x^ = 181 (mod. 330 = 2 . 3 . 5 . 11) 
[+ 29, ± 59, + 161, ± 191]. 
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VL x* = 49 (mod. 120 = 2» . 3 . 5) 

[+ T, ± 13, + 17, ± 23, ± 37, ± 43, + 47, + 53]. 

Va x^ = 521 (mod. 1040 = 2*.5. 13) 
[+ 51, + 131, + 181, ± 259, + 261, + 339, + 389, + 469]. 

VIIL x^ = 25 (mod. 357 = 3 . 7 . 17) 
[+ 5, + 107, + 124, ± 131]. 



§. 113. 

Der verallgemeinerte Wilsonsche Satz (Gauss, 

Disquisitiones, 78). 

In §. 108 ist der Wilsonsche Satz auf den Fall aus- 
gedehnt worden, in welchem der Modal eine Potenz einer un- 
geraden Primzahl ist Die Frage, welchen Rest das Produkt 
aller Zahlen giebt, die prim zu einem beliebigen Modul und 
kleiner als dieser Modul sind, beantwortet der folgende 

Lehrsatz. Das Produkt aller Zahlen, die prim zu 
einem Modul m und <^ m sind, ist 

^ — 1 (mod. m), 

wenn m eine Potenzi) einer ungeraden Primzahl oder 
das Doppelte einer solchen Potenz oder 4 ist. In 
alien anderen Fallen ist das Produkt 

^ -f- 1 (mod. m). 

Beweis. Unter den Zahlen, die prim zu m und < m sind, 
befinden sich zunachst diejenigen, welche der Kongruenz 

(1) x^ z:z I (mod. m) 

nicht geniigen. Diese lassen sich zu je zweien so zusammen- 
stellen, dafs das Produkt der beiden Zahlen jedes Paares 

^ "I" 1 (mod. m) 

ist. Wenn namlich a eine dieser Zahlen ist, so hat die Kon- 
gruenz 

(2) ax ^=i I (mod. m) 

stets eine, aber auch nur eine Wurzel a, die ebenfalls prim zu 
w ist und <; m vorausgesetzt werden darf , und die von a ver- 

^) Der Fall, in welchem m eine angerade Primzahl ist, ist ein- 
geschlossen. 
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schieden sein mufs, da sonst a der Kongruenz (1) geniigen 

wiirde. Bezeichnet weiter b eine von a und a verschiedene Zahl, 

die ebenfalls prim zu m und <C m ist und der Kongruenz (1) 

nicht geniigt, so lafst sich auch ihr durch Losung der Eon- 

gruenz 

6 a; ri- 1 (mod. m) 

eine Zahl fi zuordnen, die von b verschieden, prim zu m und < m 
sein wird. Diejenigen von den hier in Betracht kommenden 
Zahlen, welche der Kongruenz (1) nicht geniigen, bilden also 
Paare von je zwei Zahlen, der en Produkt 

:^ -(- 1 (mod. m) 

ist. Somit ist das Produkt aller dieser Zahlen gleichfalls 

^ -f- 1 (mod. m). 

Wir haben jetzt noch das Produkt der Wurzeln von (1) zu 
bestimmen, deren Anzahl wir in §. 112 gefunden haben. 
Wenn eine Zahl | eine Wurzel von (1), also 

|2 ^ 1 (mod. w) 

ist, so geniigt auch ihre Erganzung zum Modul, d. i. m — £ 
dieser Kongruenz, denn es ist 

(m — 1)2 ~ |a (mod. m). 

Nun ist aber das Produkt dieser beiden Wurzeln 

|(m — S) -"^ — 1 (mod. m), 

folglich lassen sich die Wurzeln von (1) ebenfalls zu je zweien 
zusammenstellen , aber in der Weise, dafs das Produkt der 
Wurzeln fur jedes Paar 

^ — 1 (mod. m) 

sei. Wenn also die Anzahl aller Wurzeln durch 4 oder durch 
eine hohere Potenz von 2 teilbar ist, so ist das Produkt aller 
Wurzeln und somit das Gesamtprodukt aller Zahlen, die prim 

zu m und <; m sind, 

z^ -(- 1 (mod. m). 

Wenn aber "die Kongruenz (1) nur zwei Wurzeln besitzt, sich 
also nur ein Wurzelpaar ergiebt, so ist das Produkt der Wurzeln 
und somit das Gesamtprodukt aller Zahlen, die prim zu m und 
<C m sind, 

:^ — 1 (mod. w). 
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Die Kongruenz (1) hat aber nach §. 112 nur zwei Wurzeln: 

1) wenn der Modul eine ungerade Primzahl oder eine Po- 
tenz einer ungeraden Primzahl ist; 

2) wenn der Modul das Doppelte einer solchen Potenz ist; 

3) wenn der Modul gleich 4 ist. 
Damit ist der Satz voUstandig bewiesen. 

Beispiele. I. Die Kongruenz 

x^ =1 (mod. 50) 

hat die Wurzeln 1 und 49, und es ist mod. 50 

1.49 = — 1, 3.17 = 7.43 ^ 9.39 eze 11.41 = 13.27 
= 19.29 = 21.31 = 23.37 = 33.47 =+1, 

also das Produkt aller Zahlen, die prim zu 50 und < 50 sind, 

= — 1 (mod. 50). 

n. Fiir den Modul 35 ist 

1.34 = — 1, 6.29^—1, 
ferner 

2.18 = 3.12 = 4.9 = 8.22 = 11.16 = 13.27 = 17.83 
= 19.24 = 23.32 = 26.31 = + 1, 

also das Produkt 

= + 1 (mod. 35). 

III. Fiir den Modul 24 ist 

1.23 = — 1, 5.19:e3— 1, 7.17 = — 1, 11.13 e^—1, 

also das Produkt 

- + 1 (mod. 24). 



§. 114. 

Fiir welche Moduln ist eine gegebene Zahl ein qua- 
dratischer Rest, und fiir welche ist sie Nichtrest? 

Im Vorhergehenden haben wir untersucht, welches die in- 
kongruenten quadratischen Reste eines gegebenen Moduls seien, 
oder fiir welche Werte von a bei gegebenem m die Kongruenz 

x^ ^ a (mod. m) 
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moglich sei, und wieviele Wurzeln sie in jedem Falle habe. Wir 
wenden uns jetzt zu der weit schwierigeren Frage: Fiir welche 
Moduln m ist die Eongruenz 

x^ ^ a (mod. w) 

bei gegebenem a moglich, oder welches sind die Moduln w, fur 
welche eine gegebene Zahl a quadratischer Rest ist? 

Die Moduln m, fiir welche die Kongruenz x^ — a ^ mog- 
lich ist, nennt man auch die Divisoren der Form x^ — a, 
weil es Zahlen x giebt, fiir welche x^ — a durch m teilbar ist. 
Die Divisoren von x^ — a stimmen iiberein mit denjenigen der 
Form P — au^^ in welcher t^ u zwei unbestimmte ganze Zahlen 
sein soUen, die wir immer als prim zu einander voraussetzen. 
Dafs ein Divisor von x^ — a auch ein Divisor von P — au^ ist, 
geht daraus hervor, dafs die letztere Form in die erstere iiber- 
geht, wenn 

t = x^ u = 1 

angenommen wird. Ist umgekehrt m ein Divisor von P — aw*, 
so lafst sich zeigen, dafs sich ein Wert von x bestimmen lafst, 
fiir welchen x^ — a durch m teilbar wird. Wenn namlich m in 
p — au^ aufgeht, so mufs m prim zu u sein; denn ein gemein- 
schaftlicher Divisor beider Zahlen miifste auch in P^ somit auch 
in t aufgehen, wahrend t, u als prim zu einander vorausgesetzt 
werden. Folglich ist die Kongruenz 

ux ^ t (mod, m) 

moglich und hat eine einzige Wurzel 

a? ^ I (mod. m). 
Es ist also 

m2 |2 ^ p (mod. m), 

und somit geht die Kongruenz 

P — au^ = 
iiber in 

Oder 

|2 — a =E= (mod. w), 

d. h. wenn die Zahl m ein Divisor von P — au^ ist, so ist sie 
auch ein Divisor von x^ — a. 

Bei der Aufsuchung der Moduln, fiir welche eine gegebene 
Zahl a Rest ist, werden wir uns auf die Moduln beschranken, 
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welche prim zu a sind, und da nach §. 112 die Moglichkeit der 

KoDgruenz 

a:' ^ a (mod. m) 

Yon der Beschaffenheit der in m enthaltenen Primzahlen abhangt 
and die Potenzen von 2 in §. Ill ihre Erledigung gefunden 
haben, so haben wir nur die ungeraden Primzahlen zu ermitteln, 
fur welche a quadratischer Rest ist. Eine weitere Vereinfachung 
erfahrt die Aufgabe noch durch den §. 110, welcher den qua- 
dratischen Charakter eines Produkts aus dem seiner Faktoren 
bestimmen lehrt Da nun eine Zahl positiv oder negativ, gerade 
Oder ungerade sein kann, so kommt es im Grunde nur auf die 
Beantwortung folgender Fragen an: 

1) Von welchen ungeraden Primzahlen j) ist — 1 quadrati- 
scher Rest und von welchen Nichtrest? 

2) Von welchen ist es die Zahl 2? 

3) Von welchen ist es eine andere ungerade Primzahl ql 



§• 115. 

Moduln, fiir welche — 1 quadratischer Rest ist. 

(Euler, Opuscula analytica I, p. 121 = Gommentationes arithmet 

coUectae I, p. 487.) 

Lehrsatz. Die Zahl — 1 ist Rest aller Primzahlen j) 
der Form 4n -|- 1, Nichtrest aller Primzahlen jp der 
Form 4n -|- 3, oder es ist 



(V) = (- 1)^"-. 



1. Beweis. Nach dem Euler schen Kriterium (§. 109) ist 
~ 1 Rest aller Primzahlen p, fiir welche 



also 



(_1)T<'-" = ^1, 



\{P-1) 



eine gerade Zahl ist. Wird 



i(l,-l) = 2n 
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gesetzt, so ergiebt sich 

p = 4w 4- !• 
Dagegen ist — 1 Nichtrest aller Primzahlen p, fiir welche 

(_1)T *-»> = _!, also l(p-l) 
eine ungerade Zahl ist. Wird 

I (p - I) = 2n -\- 1 

gesetzt, so ergiebt sich 

p = 4n -f- 3. 

Jenachdem umgekehrt 

p = 4:n -\- I 
oder 

= 4n -f- 3 
ist, erhalten wir 

- {p — 1) = 2w oder = 2n + 1, 
also 

(— 1)^^"'^ = + 1 Oder =—1. 
2. Be we is. Unter den Zahlen 

1, 2, 3, . . ., i> - 1 

p 1 

befinden sich nach §. 106 ^-— ^ — quadratische Reste und ebenso 

viele Nichtreste von p. Die Anzahl der Nichtreste ist also ge- 
rade, wenn p die Form 4w -(- 1 hat, ungerade dagegen fiir 
p = ^n -\- S. Im ersten Falle ist somit nach §. 110 das Pro- 
dukt aller Zahlen 

1, 2, 3, . . ., p — 1 

ein Rest, im zweiten ein Nichtrest. Dieses Produkt ist aber 
nach dem Wilson schen Satze immer 

^ — ^' 1 (mod. ^); 

daher wird auch — 1 im ersten Falle ein Rest, im zweiten ein 
Nichtrest sein. 
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Znsatz L Jede Primzahl der Form 4n -|- 1 kann 
als Summe zweier Quadrate dargestellt werden, welche 
prim zu einander sind. (Fermat, Bemerknng zu Diophant 
in, 22 = Oeuvres I, p. 294. Siehe auch 11, p. 403. Euler, 
Commentationes arithmet. coUectae I, p. 155.) 

Beweis. Wenn 

2> = 4n -j- 1 

ist, so ist — 1 ein quadratiscber Rest yon jp, d. L es lafst sich 
eine Zahl a bestimmen, fiir welcbe 

a^ ^ — 1 (mod. |>), 

also a^ -)- 1 durcb p teilbar ist. Daber mufs nacb §.61, Lehr- 
satz 11, p selbst die Summe zweier Quadrate sein. Diese beiden 
Qaadrate konnen aber keinen gemeinscbaftUcben Divisor baben, 
weil ein solcber aucb in p aufgeben mtifste. 
Auf welcbe Weise 

p = 4:n -\- I 

in zwei Quadrate zerfallt wird, ist in §. 61, Aufgabe III gezeigt 
worden. 

Aufgabe. Die Primzabl 1997 in zwei Quadrate zu zer- 
fallen. 

Losung. Da 2 eine primitive Wurzel von 1997 ist, so ist 

2998 = — 1 Oder (2«9)2 — — 1, 

also 2*99 eine Wurzel der Eongruenz 

x^^ — I (mod. 1997). 

Nun findet man (bei Anwendung einer Tabelle der Quadrat- 
zahlen) leicbt, dafs mod. 1997 

2i« ee: 1024, 220 = 151^ 2*0 = 834, 28o i-j 600, 2i6o -: 540, 
2320 = 38^ 2*80 := 550, 2*99 = — 412 

ist. Somit sind die Wurzeln unserer Kongruenz i 412. Weiter 
ergiebt sicb 

^ = (4, 1, 5, 1, 1, 5, 1, 4), 



4 


1 


6 


1 




1 


4 


5 


29 


34, 
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folglich 

1997 = 292 _|_ 342. 

Zusatz n. Die Zahlen a und p — a sind mod. p von 
demselben oder von entgegengesetztem quadrati- 
schem Charakter, jenachdem die Primzahl p die Form 
4n-|-loder4w-|-3 hat. 

§. 116. 
Moduln, fiir welche -f- 2 quadratischer Rest ist. 

Um zu bestimmen, fiir welche Primzahlen p als Moduln die 
Kongruenz ^r^ ^ 2 moglich sei, konnen wir beiderseits die Indizes 
fiir eine beliebige Basis g nehmen. Wir erhalten 



2 Ind. X ^ Ind. 2 (mod. p — 1). 

Da nun der Koeffizient von Ind. x und der Modul p — 1 den 
grofsten gemeinschaftlichen Divisor 2 haben, so ist die letzte 
Kongruenz und somit auch die Kongruenz 

ic2 ^ 2 (mod, p) 

nur moglich, wenn Ind. 2 eine gerade Zahl ist. Die Zahl 2 ist 
also ein quadratischer Rest aller Primzahlen jp, fur welche Ind. 2 
gerade ist. Nach den Indizestafeln sind dies die Zahlen 

p = 7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97, 

also alle unter 100 liegenden Primzahlen der beiden Formen 

8w-f-l, 8n + 7. 

Dagegen ist nach den Indizestafeln Ind. 2 ungerade, also 2 ein 
Nichtrest der Primzahlen 

i) = 3, 5, 11, 13, 19, 29, 37, 43, 53, 59, 61, 67, 83, 
das ist aller unter 100 liegenden Primzahlen der beiden Formen 

8 n -f- 3, 8 n 4- 5. 
Nun ist fiir 
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P = 

2 ~~ 

2 

4 -n 

8 "" 



8n + 1 
4n 

4fi + 1 

4w(4n+l) 

2n(4n+l) 



8n + 3 

4n + 1 

4n -f 2 

(4n+l)(4n+2) 
(4n+l)(2n+l) 



8n + 5 
4n + 2 

4n + 3 

(4n+2)(4n+3) 
(2«+l)(4n+3) 



8n + 7 
4n + 3 

4n + 4 

(4M+3)(4n+4) 

(4n+3)(2n + 2), 



nnd da 

2n(4n + l) und (4n + 3)(2n + 2) 

gerade, dagegen 

(4n+l)(2n+l) und (2n -f- l)(4n + 3) 
ungerade Zahlen sind, so gilt fur die Primzahlen unter 100 die 
Formel 



Q) = (- ')^'-" 



Wir beweisen jetzt, dafs es sich allgemein so verhalt, also 
den von Fermat (Varia Opera, p. 168 = Oeuvres 11, p. 231 
und Oeuvres 11, p. 403) entdeckten und von Lagrange (Oeuvres 
in, p. 775) zuerst bewiesenen 

Lehrsatz. Die Zahl 2 ist ein quadratischer Rest 
aller Primzahlen der Formen 

8w-|-l, 8n+7, 
Nichtrest dagegen aller Primzahlen der Formen 

8n-|-3, 8n-|-5. 
Beweis. Es sei zunachst p = 8w -(- 1. Wenn dann m 
eine beliebige durch p nicht teilbare Zahl bezeichnet, so ist nach 
dem Fermatschen Satze 

m8« = (m*»)2 = 1, 
also 

fit** ^ + 1 oder ^ — 1 (mod. p). 

Wird nun m durch eine primitive Wurzel g ersetzt, so kann 

^*» nicht 

^ -|- 1 (mod. p) 

sein, da sonst g der Yoraussetzung zuwider schon zum Exponenten 

1 



4n 



(p-i) 
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gehoren wiirde. Es ist also 

^**» ^ — 1 Oder p**» 4" 1 ^ (mod. p). 
Nun ergiebt sich aber 

also wegen der letzten Eongruenz 

(^2n -f 1)2 = 2^13 « (mod. p). 

Danach ist 2g^*^ ein quadratischer Rest von p, und da g^* 
ein durch p nicht teilbares Quadrat ist, so mufs 2 ein Rest 
sein. Die Zahl 2 ist also Rest jeder Primzahl der Form 

8w+ 1. 

Zweitens nehmen wir an, es sei 

p = Sn -}- S oder 8 w -f- 5. 

Wenn es Primzahlen dieser Formen gabe, fur welche 2 ein qua- 
dratischer Rest ware, so miifste eine derselben die kleinste 
sein. Diese soil mit t bezeichnet werden. Dann ist also t eine 
Primzahl einer der beiden Formen 

8 n + 3, 8 n -[- 5, 

fur welche die Kongruenz x^ ^ 2 moglich ist. Diese Kongruenz 

hat nach §. 106 zwei Wurzeln | und — ^ ^t — |, von denen 

jede < t ist. Wenn die eine dieser Wurzeln ungerade ist, so 

wird die andere gerade sein; denn ihre Summe ist ungerade, 

namlich = t. Wir diirfen daher voraussetzen , | sei ungerade 

und <; t Nun soil 

|2 = 2 (mod. t) 
oder 

|2 = 2 + fw, tu = ^^ — 2 

sein, wo u eine ganze Zahl bezeichnet. Dann ist tu <^ |^. Aus 
I <; ^ folgt aber 1^ < ^^, also ist um so mehr tu <^t^ oder 
w < ^. Weiter hat |2 als Quadrat einer ungeraden Zahl die 
Form 8w -(- 1? also tu = ^'^ — 2 die Form 8n — 1, und daher 
mufs u die Form 8 n -|- 5 oder 8 w -|- 3 haben, jenachdem t von 
der Form Sn -{- 3 oder 8 w -f- 5 ist. 

Aus der Gleichung ^^ = 2 -\- tu folgt aber, dafs auch 

g2 :^ 2 (mod. u) 
ist. Die Kongruenz ic^ ^ 2 besteht also auch fiir einen Modul i*, 
der <C t und ebenfalls von einer der beiden Formen 8 n -f ^» 
8 w -)- 5 ist. 
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Dies widerspricht, wenn u eine Primzahl ist, der Voraus- 
setzung, nach welcher t die kleinste Primzahl dieser beiden 
Formen sein soil, fur welche 2 quadratischer Rest ist. Ist da- 
gegen u eine zusammengesetzte Zahl, so mufs diese wenigsteiis 
einen Primfaktor v einer der beiden Formen 

8w + 3, 8w-f 5 

enthalten; denn Faktoren der Formen 

8n+l, 8n4-7 

konnen niemals ein Produkt der Form 8 w -f- 3 oder 8 w -j- 5 
geben. Da dann 2 auch Rest von v sein miifste und v ebenfalls 
<it ist, so wiirde sich derselbe Widerspruch ergeben. Die 
Zahl 2 ist also Nichtrest aller Primzablen der Formen 

8n + 3, 8n + 5. 

Endlich ist noch zu beweisen, dafs 2 Rest der Primzablen 
8n-(--7 ist Da nach §. 115 die Zahl — 1 Nichtrest dieser 
Primzablen ist, so haben wir nur darzuthun, dafs — 2 Nichtrest 
der Primzablen 8 n -f- 7 ist. Statt dessen beweisen wir, dafs — 2 
Nichtrest aller Primzablen der beiden Formen 

8w 4- 5, 8n + 7 
ist. 

Die Zahl 5 hat die Nichtreste 2 und 3 ^ — 2, die Zahl 7 

die Nichtreste 3, 6 und 5 ^ — 2. Fiir die Moduln 5 und 7 ist 

also — 2 jedenfalls Nichtrest. Wenn nun unsere Behauptung 

nicht allgemein richtig ist, d. h. wenn es Primzablen der Formen 

8n + 5, 8w4-7 

giebt, fur welche — 2 Rest ist, so mufs eine derselben die 
kleinste sein. Wird dieselbe mit t bezeichnet und die un- 
gerade Wurzel der Kongruenz 

x^ = — 2 (mod. t) 
i genannt, so erhalten wir 

|2 = _ 2 (mod. 0, ^^ = — 2-}~tu, g2_f_2 = ^w, 

und hieraus folgt, da | <; f ist, u <it. 

Weiter mufs m, wie sich leicht zeigen lafst, von der Form 

8 w -|- 5 oder Sn -{- 7 
sein, jenachdem t die Form 

Wertheim, Zahlenlehre. no 
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8w-f 7 Oder 8n + 5 

bat. Endlich folgt aus der Annahme 

— 2 = ^^ — tu 
noch 

^2 = _ 2 (mod. m), 

also mufs — 2 auch Rest von u sein. Das widerspricht, wenn u 
eine Primzahl ist, der Voraussetzung, nach welcher t die kleinste 
Primzahl der Formen 

sein soil, fiir welche — 2 Rest ist. Wenn aber u eine zusammen- 
gesetzte Zahl ist, so mufs diese wenigstens einen Primfaktor 
V <i u einer der Formen 

8n + 5, 8n-f-7 

baben, und fiir v mufs dann — 2 ebenfalls Rest sein. Das 
widerspricbt aber auch der Voraussetzung. Die Zabl — 2 ist 
also Nichtrest aller Primzablen 

8 w -f 5, 8 w -f- 7, 
und somit ist 2 Rest aller Primzablen 8w -(- 7. 

Zusatz. Die Zabl — 2 ist Rest aller Primzablen 

Sn +1, 8w + 3, 
Nicbtrest aller Primzablen 

8n-|-5, 8n-(-7. 

Beweis. Der zweite Teil des Satzes ist oben bewiesen. 
Was den ersten Teil betrifft, so ist fur p = Sn -\- I 



also 



(^)=+'' (!)=+•• 



und fiir p = Sn -}- 3 
also 

(^) = + 1. 



P 
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Gauss' Eriterium zu entscheiden, ob eine gegebene 
Zahl Rest oder Nichtrest einer ungeraden Primzahl 

sei (Werke Bd. II, S. 51). 

Lelirsatz. Es sei p eine positiye ungerade Primzahl, 
ilf eine durch p nicht teilbare ganze Zahl. Man nehme 
die kleinsten positiven Reste der Produkte 

M, 2JM, SJf, ..., ^(p—l)M 

fiir den Modul p. Diese Reste werden teils kleiner, teils 

grofser als ^ p sein. Die Anzahl der letzteren sei n. 

Dann ist M ein quadratischer Rest oder Nichtrest von 
p, jenachdem n gerade oder ungerade ist. 

Beweis. Es seien a, 6, c, d, . . . diejenigen dieser Reste, 

welche kleiner als — p sind; die iibrigen, die grofser als -^ p sind, 

seien a', 6', c\ d\ . . . Dann werden die Erganzungen der letz- 
teren zum Modul p^ namlich 

p — a\ p — b\ p — d, p — d\ ... 

samtlich kleiner als —p und sowohl untereinander als auch von 

den Resten a, b^ c^ d, . . . verschieden sein. Deiin wenn 

p — a! ^ p — V (mod. p) 

ware, so miifste a' ^ V (mod. p) sein; es waren also zwei der 
oben angegebenen Produkte und somit auch zwei von den Zahlen 

1, 2, 3, ..., ^(l)-l) 

fiir den Modul p kongruent, was unmoglich ist. Hatte man aber 
i> — a' ^ a, so wiirde daraus 

a + a' ^ (mod. p) 

folgen; es ware also die Summe zweier jener Produkte und so- 
mit auch die Summe zweier der Zahlen 

23* 
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1, 2, 3, . . . ., i (p - 1) 

durch p teilbar, was ebenfalls unmoglich ist. Wenn wir also die 
Reste a, /y, c, d, . . . und die Erganzungen der Reste a', 6', c*, d\ ... 
zum Modul |>, d. i 

p •— a\ p — h\ p — c\ p — d\ ... 

zusammennehmen , so werden wir, freilich in moglicberweise ge- 
anderter Reihenfolge, alle Zahlen 

1, 2, 3, .... ^ip-l) 
erhalten. Wir setzen nun das Produkt dieser Zahlen gleich P, 

1.2.3 ..Id)- 1) = P, 

dann wird 

P == abed ... X (i> — a'){p — b'){p — d){p — d') ..., 
folglicb 

(— l)-P = aJcd ... X (a' —p){b' —p){c' — p){d' —p),.. 
sein. 

Weiter ergiebt sicb fiir den Modul p 

PM^^''^ = abcd". X a'b'c'd' ... 

= abed'" X (a' —p)(b' — p){d — p){d' — p)..., 

und somit ist 

1 



Hieraus folgt 



PJf2^ '^=P(_ 1)«. 



Jf>-^^ = 4:1, 



wo das obere oder das untere Zeicben zu nebmen ist, jenachdem 
n gerade oder ungerade ist. Bei Beriicksicbtigung des §. 109 
folgt daraus obne weiteres die Wabrbeit des Satzes. 

Beispiel. Urn mit Hiilfe dieses Satzes zu bestimmen, ob 6 
ein Rest von 19 sei, bilden wir die Reste der neun ersten Viel- 
facben von 6. Es ist mod. 19 

1.6 = 6, 2.6 = 12, 3 . 6 = 18, 18 -f 6 = 5, 5 + 6 = 11, 
11 + 6 = 17, 17 + 6 = 4, 4 + 6 = 10, 10 + 6 = 16. 
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Von diesen neun Resten sind 12, 18, 11, 17, 10, 16 grofser 

19 
als -r-; in diesem Beispiel ist n = 6, also eine gerade Zahl, so- 

mit 6 Rest von 19. 



§. 118. 
Anwendungen des Gauss'schen Kriteriums. 

Um den Nutzen des Gauss'schen Kriteriums zu zeigen, 
woUen wir mittels desselben zunachst die in §§. 115 und 116 be- 
wiesenen Satze nochmals herleiten und sodann einige weitere 
Anwendungen von demselben machen. 

I. Um zu ermitteln, von welchen Primzahlen — 1 ^e p — 1 
quadratischer Rest ist, haben wir die kleinsten positiven Reste 
der Produkte 



p-h 2(p-l), 3(i)-l), 
dag sind die Zablen - 

|) — 1, J) — 2, i) — 3, 



p-l 



2 



ip - 1), 



1 



za betrachten. Dieselben sind samtlich "^ k Py ^^^ i^^^ Anzi^l 



betragt ^ (p — 1). 



^^ o (i^ — 1) gorade oder ungerade ist, 



jeDachdem p die Form 4n -|- 1 oder 4n — 1 hat, so erhalten 
wir wieder das in §. 115 hergeleitete Resultat, dass — 1 Rest 
der Primzahlen 4n -|- !» Nichtrest der Primzahlen 4n -f- 3 ist. 
II. Um zu bestimmen, von welchen Primzahlen 2 quadrati- 
scher Rest ist, haben wir zu untersuchen, wieviele der Zahlen 

2, 4, 6, 8, . . . , p — 1 
grolser als - p sind. Fiir die 



Form von p 


sind < ^ j? die Zahlen 


> ^ i> die Zahlen 

1 


8n + 1 


2, 4, 6, ..., 4n 


4n -|- 2, ..., 8n 


8n -f 3 


2, 4, 6, ..., 4n 


4n4-2, ..., 8n + 2 


8n + 5 


2, 4, 6, ..., 4n -f 2 


4n + 4, ..., 8n + 4 


8n-f 7 


2, 4, 6, ..., 4n + 2 


4n + 4, ..., 8w + 6. 
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Die Anzabl der letzteren betragt fiir die verschiedenen 
Forraen Yon p beziehungsweise 

i (8w — 4w) = 2n, i [(8n + 2) — 4n] = 2n + 1, 
i[(8n + 4)-(4n + 2)] = 2n + l, 

i- [(8n + 6) - (4n + 2)] = 2n + 2. 

Da 2n und 2n + 2 gerade sind, 2n + 1 aber ungerade 
ist, 80 ergiebt sich wie in §. 116, dafs 2 Rest der Primzahlen 

8 n -f- 1 und 8 w -|- 7, 

Nichtrest der Primzahlen 

8 n + 3 und 8 n -|- 5 
ist. 

In §. 127 wird noch ein dritter, hochst einfacher Beweis dieses 
wichtigen Satzes mitgeteilt werden. 

III. Um zu bestimmen, von welchen Primzahlen 3 quadrati- 
scher Rest ist, haben wir die kleinsten positiven Reste der Zahlen 



. . . I 



3, 6, 9, 

zu nehmen. Jenachdem 

i) = 12w+ 1, 5, 7, 11 
ist, wird die letzte der zu betrachtenden Zahlen, d. i. 

3 (i> — ) _i^^ Q^ej. =i8w + 6 Oder =18n-f9 odor 

= 18n-|-15 

sein. Wir schreiben jetzt jene Zahlen fiir jede der vier Formen 
des Moduls in der Weise in je drei Gruppen, dafs die Zahlen 

der ersten Gruppe zwischen und ^ p, die der zweiten zwischen 

1 . 

— p und J), die der dritten iiber p hinaus liegen: 



Form des Module 


Zahlen zwischen und 


P 
2 


Zahlen zwischen ^ and p 

2 


12 n -f 1 


3, 6, . . . , 6 » 




6n + 3, ..,, 12n 


12 n + 5 


3, 6, .... 6 w 




6n 4- 3, ..., 12n + 3 


12w + 7 


3, 6, . . . , 6 n + 3 




6n + 6, ..., 12n + 6 


12w -f 11 


3, 6, . . . , 6 w -|- 3 




6n + 6, ..., 12n + 9 
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Form des Modnls 


Uber p hinausliegende 
Zahlen 


Kleinste positive Reste 
derselben 


12n + 1 


12n 4- 3, ..., 18n 


2, 5, ..., 6« — 1 


12n+ 5 


12n + 6, ..., 18n + 6 


1, 4, . . M 6 n -f 1 


12 n + 7 


12n + 9, ..., 18n + 9 


2, 5, ..., 6n -1- 2 


12n+ 11 


12n + 12, ..., ISn + 15 


1, 4, . . . , 6 w -f- 4. 



Da diese Reste samtlich < q !> sind, so sind in jedem Falle 

nur die Zahlen der mittleren Gruppe > ^ i>- Diese Gruppe ent- 
halt fur 

p=\2n-\- 1 
j) = 12n 4- 5 
i> = 12n+ 7 
p = 12n+ 11 



3 

1 



[12w — 6n] = 2n 

[(12w -(- 3) — 6n] = 2n + 1 



i [(12n + 6) - (6n + 3)] = 2n + 1 
\ [(12n + 9) - (6n + 3)] = 2n + 2 



Zahlen, und da 2n nnd 2n -(- 2 gerade sind, 2n -|- 1 aber un- 
gerade ist, so erhalten wir den Satz: Die Zahl 3 ist qua- 
dratischer Rest der Primzahlen 

12n + l, 12n + ll, 

Nichtrest der Primzahlen 

12w4-5, 12n+7. 
Zusatz. Die Zahl — 3 ist Rest der Primzahlen 

12n+l, 12n + 7, 
Nichtrest der Primzahlen 

12n4-5, 12n+ll. 
Beweis. Fiir j) = 12w -)- 1 ist 



folglich 



u. s. w. 



©=+'■ (^)=+'- 



(=f) 



+ 1, 



360 Achtes Kapitel. §. 119. 

Aufgabe. Es soil bewiesen werden, dafs 5 Rest der Prim- 

zahlen 

10» + 1, 10n4-9, 

Nichtrest der Primzahlen 

10n + 3, 10w + 7 



ist. 

Beweis. Die Zahleh 

5, 10, 15, 



• • • 



5 (j> - 1) 



sind, jenachdem sie zwischen und ^ V> n P ^^^ 1>» P ^^^ 91 

3d 5 d 

-~ und 2p, 2p und -^ liegen, in fiinf Gruppen zu schreiben. 

Die Zahlen der ersten Gruppe sind 

<\p. 

die kleinsten positiven Reste der dritten und fiinften Gruppe 
ebenfalls. Die zweite Gruppe enthalt, jenachdem p eine der 
vier angegebenen Formen hat, n, w, n -|- 1, w -|- 1 Zahlen, und 
diese sind samtlich 

>-^p. 

Ebenso enthalt die vierte Gruppe beziehungsweise w, w -f- 1, n, 
n -f- 1 Zahlen, und die kleingten positiven Reste derselben sind 
samtlich 

^ 1 

Die zweite und vierte Gruppe enthalten also zusamnien im ersten 
Fall 2w, im zweiten 2w-)- 1, im dritten 2n-|- 1, im vierten 
2 n -f- 2 Zahlen , und daher ist 5 Rest im ersten und vierten, 
Nichtrest im zweiten und dritten Fall. 



§. 119. 
Der Reziprozitatssatz. 

Wir wenden uns jetzt zu der dritten in §. 114 aufgestellten 
Frage: Von welchen ungeraden Primzahlen jd ist eine andere 
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UDgerade Primzahl q Rest, und von welchen ist sie Nichtrest? 
Hierauf antwortet einer der wichtigsten Satze der Zahlenlehre, 
der sogenannte Reziprozitatssatz, der sich folgendermafsen aus- 
sprechen lafst: 

Wenn p und q zwei positive ungerade Primzahlen 
sind, Yon denen wenigstens eine die Form 4n-|-l hat, 
so ist q Rest oder Nichtrest Yon p^ jenachdem p Rest 
oder Nichtrest Yon q ist Wenn aber jede der Prim- 
zahlen p, q die Form 4n-|-3 hat, so ist q Rest oder 
Nichtrest Yon j), jenachdem p Nichtrest oder Rest Yon 
q ist 

Dieser Satz ist zuerst von Euler (Opuscula analytica I, 
p. 84 = Commentationes arithmet. collectae I, p. 486), dann 
unabhangig davon Yon Legendre (Theorie des Nombres I, §; 6) 
durch Induktion gefunden worden. Erst Gauss gelang es, ihn 
vollstandig zu beweisen. Gauss hat nacheinander sieben ver- 
schiedene Beweise des wichtigen Satzes gegeben (I. Disquisitiones 
135; II. ebenda 262; III. Bd. II, p. 1; IV. Bd. II, p. 9; V. und 
VL Bd. II, p. 47 ff.; VII. Bd. U, p. 234). Spater sind noch 
andere Beweise gefunden worden. (Von Jacobi, Cauchy, Eisen- 
stein, LiouYille, Kronecker, Zeller, Sobering u. a.) Eine 
vergleichende Darstellung dieser Beweise hat Oswald Baum- 
gart in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik Bd. 30 ver- 
offentlicht Den von Eisenstein im 28. Bande des Crelleschen 
Journals gegebenen geometrischen Beweis babe ich in meine 
^Elemente der Zahlentheorie" (Leipzig, 1887) aufgenommen. Der 
Anhang enthalt eine grapbische Darstellung des Satzes fiir die 
Primzahlen unter 100. 

Bei An wen dung des Legendreschen Symbols lafst sich der 
Satz durch die Formel 



m = <- '> 



p — l q — l 



2 



ausdriicken. Wenn namlich eine der Zahlen p, q die Form 
4n -|- 1 hat, so ist 

2 ' 2 

eine gerade Zahl, folglich hat die rechte Seite der Formel den 
Wert -|- 1 und daher jedes der Symbole entweder den Wert -f- 1 
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oder den Wert — 1. Wenn aber jede der Zahlen p, q von 
der Form 4 w -f- 3 ist, so ist 

p— 1 ^ — 1 



ungerade, die rechte Seite der Formel also — 1, und daher mufs 
in diesem Falle das eine der Sjmbole 



©■ (I) 



gleich -|- 1, das andere gleich — 1 sein. 

Wir beschranken uns hier auf den funften der von Gauss 
gegebenen Beweise. 

§. 120. 
Beweis des Reziprozitatssatzes. 

Es seien p und q zwei voneinander verschiedene positive 
ungerade Primzahlen. Wir bilden die kleinsten positiven Reste 
der Zahlen 

g, 1q, 3g, . .., -(p — l)g 
fiir den Modul p\ die Anzahl derjenigen dieser Reste, die 

sind, sei /it. Weiter bilden wir die kleinsten positiven Reste der 
Zahlen 

i), 2p, 3i), . . ., ^{CL— l)i> 
fiir den Modul q\ die Anzahl derjenigen dieser Reste, die 

sind, sei ft'. Dann ist nach dem Gauss^schen Kriterium q Rest 
von p, wenn /li gerade ist, p ' Rest von g, wenn /it' gerade ist. 

Wir bezeichnen nun mit 
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/ den Komplex der Zahlen 1, 2, 3, ..., ^{p — 1), 

/ « » » » P— 1, i> — 2, i> — 3, ..., -(i)-f 1), 

^ 1) rt ft V 1> 2, 3, . . ., 2^ (g' — 1), 

^' jj ^7 V n 9— 1. ? — 2, g — 3, ..., 2 (3 + 1)- 

Dann zeigt die Zahl ^ an, wieviele Yon den Zahlen qf ihre 
kleinsten positiven Reste flir den Modul p in dem Komplex / 
haben, und ft' zeigt an, wieviele der Zahlen pF ihre kleinsten 
positiven Reste fur den Modul q in dem Komplex F* haben. 
Endlich soil noch 

(p den Komplex der Zahlen 1, 2, 3, ..., - {pq — 1), 

V' 7, >, » » l>a — 1,P3 — 2, M— 3, ..., (P«+l) 

mi 

bezeichnen. 

Da jede durch p nicht teilbare ganze Zahl iiir den Modul p 
einem Rest aus / oder aus /' kongruent sein mufs und jede 
durch q nicht teilbare ganze Zahl ebenso fiir den Modul q einem 
Rest aus F oder aus F\ so konnen die Zahlen 9, unter denen 
sich offenbar keine befindet, die zugleich durch p und durch q 
teilbar ist, in folgender Weise in acht Klassen geteilt werden: 
Die Klasse 

I soil die Zahlen enthalten, welche mod. p einer Zahl aus / 
und mod. q einer Zahl aus F kongruent sind. Die Anzahl dieser 
Zahlen sei = a. 

II soil die Zahlen enthalten, welche fur die Moduln j?, q be- 
ziehungsweise Zahlen aus /, F* kongruent sind. Die Anzahl 
dieser Zahlen sei = /5. 

III soil die Zahlen enthalten, welche fiir die Moduln p^ q 
beziehungsweise Zahlen aus /', F kongruent sind. Ihre Anzahl 
sei = y. 

IV soil die Zahlen enthalten, welche fur die Moduln p, q 
beziehungsweise Zahlen aus /', F'^ kongruent sind. Ihre Anzahl 
sei = *. 

V soil die durch p teilbaren Zahlen enthalten, welche mod. q 
Zahlen aus F kongruent sind. 
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VI soil die durch p teilbaren Zahlen enthalten, welche mod. q 
Zahlen aus JF' kongruent sind. 

VII soil die durch q teilbaren Zahlen enthalten, welche 
mod. p Zahlen aus / kongruent sind. 

VIII soil die durch q teilbaren Zahlen enthalten, welche 
mod. p Zahlen aus /' kongruent sind. 

OfiPenbar enthalten die Klassen V und VI zusammen alle 
Zahlen pF^ und da VI fi' Zahlen umfafst, so befinden sich in V 
deren 

^ (3 - 1) - <»'• 

Ebenso enthalten die Klassen VU und VIII zusammen alle Zahlen 
qf, und da die Anzahl der Zahlen von VIII gleich fi ist, so wird 
Vn aus 

1 (p _ 1) _ ^ 

Zahlen bestehen. 

Auf ganz ahnliche Weise konnen wir alle Zahlen (p' in acht 
Klassen IX — XVI teilen. Wenn wir hierbei dieselbe Ordnung 
einhalten, so ist leicht zu sehen, dais die Zahlen der Klassen 

IX, X, XI, xn, xm, xiv, xv, xvi 

beziehungsweise die Zahlen der Klassen 

IV, III, II, I, VI, V, VIII, VII 

zum Modul p q erganzen, so dais sich in Klasse IX d Zahlen vor- 
finden, in X y Zahlen, u. s. w. 

Vereinigt man alle Zahlen der I. mit alien Zahlen der 
IX. Klasse, so erhalt man oflFenbar alle unterhalb pq liegenden 
Zahlen, die mod. p einer Zahl aus /, mod. q einer Zahl aus F 
kongruent sind, und man erkennt leicht, dafs die Anzahl dieser 
Zahlen gleich der Anzahl der Kombinationen jeder der Zahlen 
/ mit jeder der Zahlen F ist. Man erhalt also 

« + d = i(p-l)(g-l). 
Auf dieselbe Weise ergiebt sich 
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Durch Vereinigung aller Zahlen der Klassen II, IV, VI er- 

1 
halt man offenbar alle unterhalb ^^pq liegenden Zahlen, die 

mod. q einer Zahl aus F' kongruent sind. Dieselben Zahlen 
konnen aber in folgender Weise d^^gestellt werden: 

r, q ^ F\ 2q -\- F\ 3q + F', . . ., '^ (p - 3) q -\- F', 
ihre Anzahl betragt also 

[(i'-l)(3-l), 
Oder es ist 

^ + « + ^' = l(p-l)(3-l). 
Ebenso erhalt man durch Vereinigung aller Zahlen der Klassen 

III, IV, vm 

y_|_d-f^ = _(p_ i)(g _ 1). 

Aus den hergeleiteten vier Gleichungen ergeben sich die 
folgenden: 

2«=^(i)-i)(g-i) + ;* + ;*', 

2/3 =[(i'-l)(3 -!) + ?»-/*', 

2y = ^(i>-i)(g-l)-^ + ft', 

2« = [0-l)(2-l)-ft-/t', 

von denen jede die Wahrheit des Satzes beweist. 

So oft namlich jeder der beiden Moduln j), q oder einer 
derselben die Form 4n -|- 1 hat, ist 

l(p_l)(g_l) 

gerade, und daher miissen ft und fi' entweder beide gerade oder 
beide ungerade sein; die eine der Zahlen p^ q ist dann also Rest 
oder Nichtrest der zweiten, jenachdem die zweite Rest oder Nicht- 
rest der ersten ist. Wenn dagegen jede der Zahlen p^ q die 
Form 4 n -J- 3 hat, so ist 
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uDgerade, folglich mufs eine der Zahlen ft, ft' gerade, die andere 
ungerade sein, und dann ist ^ Rest oder Nichtrest von p^ je- 
nachdem p Nichtrest oder Rest von q ist 

Beispiele. I. Die Kongruenz 

x^ = 35 (mod. 281) 
ist moglich; denn es ist 



^-^=G1)-G4i)=+^. 



\28i; 



well 



und 



ist. 



G-ii)=(¥)=a)=+' 

'^G^)=(^)=(A)=©=©=-'- 

■a {m) = (sli)Q = (-»<+ 1) = - i; 



'-,) = -•• 



es ist namlich 

\509, 
weil 

509 = 63.8 + 5 

ist; ferner ist 

\509 j "^ \^3"/ "^ V23 j "^ "" \j) "^ ~ \3/ "^ ^" 

^^' V443/ "^ "" V383y ^ '" V383 A383 / V383 j = + ^' 
denn 

(383) = + ^' 
weil 4 eine Quadratzahl ist, 



(A) = - (1) = + '. 

(als) = (I) = (!) = - '■ 
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J- Q = - Q = - - 

^' \270'r) ^ \2707 j \2707j \2707/ V2707/ \2707/ ' 



Nan ist 



V2707y ~ ^' 



weil 2707 die Form 4 n + 3 hat; 

(2707) = + ^' 
weil 4 eine Quadratzahl ist; 

\2707/ 
weil 2707 die Form 8w + 3 hat; 

\2707j = ~ ^' 
weil 2707 die Form 12 n + 7 hat; 

V2707 j = "~ ^' 
da 

\2707 j "^ \5 j ~ "" ^ 
ist. Wir erhalten somit 

V 2707 ; - + ^' 

cL h. die Kongruenz 

a;2 + 120 = (mod. 2707) 
ist moglich. Ihre Wurzeln sind + 341. 

§. 121. 

Divisoren von x^ — a fUr den Fall, dafs a eine Primzahl 
ist (Gauss, Disquisitiones 147 ff.; Legendre, Theorie des 
Nombres, Bd. I, p. 261 und Tabellen III — VII.) 

Wir sind jetzt imstande, allgemein zu bestimmen, fiir welche 
Primzahl en p als Moduln die Kongruenz x^ ^ a moglich, und 
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fiir welche sie unmoglich ist. Zunachst setzen wir voraus, audi 

die gegebene Zahl a sei eine Primzahl, und da nach §. 116 die 

Kongruenz 

x^ ^ 2 (mod. p) 

moglich Oder unmoglich ist, jenachdem 

p = Sn±l Oder = 8 n + 3 

ist, so konnen wir den Fall a = 2 als abgethan und a als eine 

ungerade Primzahl ansehen. Eine solche kann von der Form 

4n -|- 1 oder von der Form 4w -|- 3 und positiv oder negativ 

sein. Wir haben also vier Falle zu behandeln. 

I. Die gegebene Primzahl a sei positiv und von der Form 

4n + 1. 

Die Kongruenz 

x^ ^ a (mod. p) 
ist moglich, wenn 

also nach dem Reziprozitatssatz auch 



(!) = + '• 



d. h. p quadratischer Rest von a ist Bezeichnet man daher die 
Reste von a mit 

^U ^91 ^8> • • •» 

die Nichtreste mit 

Wi, Wj, Wg, . . ., 

und mit h eine unbestimmte ganze Zahl, so ist die Kongruenz 

x^ ^ a (mod. p) 
moglich fiir alle Primzahlen der Formen 

aifc -|- rj, a& -|- ^2, . . ., 
unmoglich fur alle Primzahlen der Formen 

afc -j- Wi, ' aft + W2, . . ., 

oder, wenn wir uns der in §. 112 begriindeten Ausdrucksweise 
bedienen: Die Formen der Divisoren von x^ — a sind 

afc -|- r^, aft -)- ^2, . . ., 
die Formen der Nichtdivisoren 

a ft -|- ^1, a ft -|- Wa, ... 
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Beispiel. Da nach den Indizes-Tafeln 17 die Reste 

1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16, 
die Nichtreste 

3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14 

hat, so ergeben sich fiir x^ — 17 als Formen der Divisoren 

(1) 17* + 1, + 2, + 4, + 8, + 9, + 13, + 15, + 16, 
als Formen der Nichtdivisoren 

(2) 17fc + 3, + 5, + 6, + 7, + 10, + 11, + 12, + 14, 

d. h. die Kongruenz 2;^ ^ 17 ist moglich fiir alle Primzahlen 
der Formen (1), unmoglich fur alle Primzahlen der Formen (2), 
oder anders ausgedriickt: FUr jede Primzahl p einer jeden 
der Formen (1), aber fiir keine einzige Primzahl einer Form (2) 
lalflt sich ein Wert von x finden, fur welchen x^ — 17 durch p 
teilbar wird. Unter 100 sind von den Formen (1) die Prim- 
zahlen 

13, 19, 43, 47, 53, 59, 67, 83, 89, 

von den Formen (2) 

3, 5, 7, 11, 23, 29, 31, 37, 41, 61, 71, 73, 79, 97. 

Man iiberzeuge sich durch Einsichtnahme der Tafeln, dafs 
Ind. 17 fiir die ersteren Moduln gerade, fiir die letzteren un- 
gerade ist. 

Aufgabe. Die Zahl 7379 in Faktoren zu zerlegen. 

Losung. Man erhalt durch Ausziehen der Quadratwurzel 

7379 = 86* — 17. 

Man hat also die Division von 7379 nur durch die Primzahlen 
zu versuchen, welche Divisoren von x^ — 17 und <;86 sind. Die 
Divisionen durch 13, 19, 43 liefern einen Rest, die Division durch 
47 nicht, und es ergiebt sich 

7379 = 47.157. 

II. Die gegebene Primzahl a sei negativ und von der Form 

4n+ 1. 

Die Kongruenz 

x^ ^ — a 
ist moglich, wenn 

(¥)-^'- (V)(i)=+' 

Wertheim, Zahlenlehre. 24 
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ist, wenn also jedes der beiden Symbole 

den Wert -f- 1 oder den Wert — 1 hat. Der Fall 

setzt Yoraus, dafs p die Form 4n -j- ^ habe und macht nach 
den vorhergehenden Entwicklungen keine Schwierigkeit. Wenn 

also p von der Form 4n -|- 3 ist, so mufs, damit auch f- j oder 
nach dem Reziprozitatssatz 

sei, p ein Nichtrest von a sein. Unter Beibehaltung der obigen 
Bezeichnuhgen der Reste und der Nichtreste von a ergiebt sich 
also Folgendes: Die Divisoren von x^ -\- a sind alle Primzahlen 
4 w -(- 1 d®r Formen 

afc -f- ^1, a& -|- ra, ... 
und alle Primzahlen 4n -j- 3 der Formen 

ah -f- ^n «fc -|- nj, • • •; 

Nichtdivisoren von x^ -j- a sind dagegen alle Primzahlen 4 n -f- 1 

der Formen 

ah -\- fti^ afc -f- Wa, ... 

und alle Primzahlen 4w -(- 3 der Formen 

ah -\- ri^ afc -(- r2, ... 

Die beiden Bedingungen, dafs eine Zahl fiir die Moduln 4 
und a beziehungsweise die Reste 1, resp. 8 und r, resp. n gebe, 
lassen sich nach §. 38 zusammenfassen. 

Beispiel. Die Divisoren von x^ -f- 17 sind die Primzahlen 
4 n -f- 1 der Formen 

nfc + l, 17ft + 2, ... 

und die Primzahlen 4 w -|- 3 der Formen 

17fc + 3, 17AJ + 5, 



. • .) 
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oder, wenn beide Bedingungen vereinigt werden, die Primzahlen 
der Formen 

68fc + 1, 3, 7, 9, 11, 13, 21, 23, 25, 27, 31, 33, 39, 49, 53, 63. 

Ebenso ergeben sich als Formen der Nichtdivisoren von 

x^+ 17 

68& + 5, 15, 19, 29, 35, 37, 41, 43, 45, 47, 55, 57, 59, 61, 65, 67. 

Auigabe. Die Zahl 6101 in Faktoren zu zerlegen. 
Losung. Es ist 

6101 = 78a _|_ 17^ 

and da die Divisionen durch 

3, 7, 11, 13, 23, 31, 53, 71 

samtlich einen Best geben, so ist 6101 eine Primzahl. 

III. Die gegebene Primzahl a sei positiv und von der Form 

4»+3. 

Die Eongruenz 

x^ ^ a (mod. p) 
ist moglich, wenn 

ist. Hat nun p die Form 4n -|- 1, so ist das der Fall, wenn 

also p Rest von a ist Hat aber p die Form 4 n -(- 3 , so wird 
nach dem Reziprozitatssatz, da dann 

ist, 

sein, wenn 

(f ) = - •• 

also p Nichtrest von a ist. Es ergiebt sich somit Folgendes: 

Die Divisoren von x^ — a sind die Primzahlen 4w -j- 1 der 
Formen 

a fc -|- ri, a fc -|- ra, ... 

24* 
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und die Primzahlen 4 n -|- 3 der Formen 

a A; -|- t?i, a fc -f- ^2, . . . 
Dagegen sind Nichtdivisoren die Primzahlen 4n -|- 1 der Formen 

aA; -j- ^1, afc -|- t^2i • • • 
und die Primzahlen 4 n -f- ^ der Formen 

a fc -|- ri, a ft -(- ra, ... 
Beispiel. Die Zahl 23 hat die Reste 

1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18, 
die Nichtreste 

5, 7, 10,* 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22; 

folglich sind die Divisoren von x'^ — 23 die Primzahlen 4n -|- 1 
der Formen 

23fc+ 1, 2, 3, . . . 

und die Primzahlen 4 n + 3 der Formen 

also, wenn wieder beide Bedingungen zusammengefafst werden, 
die Primzahlen der Formen 

92fc + 1, 7, 9, 11, 13, 15, 19, 25, 29, 41, 43, 49, 51, 63, 67, 73, 

77, 79, 81, 83, 85, 91. 

IV. Die gegebene Primzahl a sei negativ und von der Form 
4n-)-3. 

Die Kongruenz 

a?2 ^ — a (mod. p) 
ist moglich, wenn 

ist. Hat nun p die Form 4w -|- 1, so ist 

also erfordert die Moglichkeit der Kongruenz, dafs 



(i) = (0=+ 



1 
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Oder p Rest von a sei. Hat p die Form 4 n -f- 3i so ist 

also ist die Kongruenz nur dann moglich, wenn 

ist. Da jetzt sowohl a wie p die Form 4n + ^ hat, so ist 
Dach dem Reziprozitatssatz 



wenn 



©=+ 



Oder p ein Rest yon a ist. Es ergiebt sich somit Folgendes: 
Die Divisoren von x^ -\- a sind die Primzahlen der Formen 

afc -|- ri, afc -f- r,, . . ., 

die Nichtdivisoren die Primzahlen der Formen 

aA; -|- Wi, afc + w„ . . • 

Bei spiel, a;^ -(- 23 hat zu Divisoren die Primzahlen der 

Formen 

23i + 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18, 

zu Nichtdivisoren die Primzahlen der Formen 

23fc + 5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22. 

Driickt man noch aus, dafs die Primzahlen ungerade, also von 
der Form 2n-l-l sein soUen, so erhalt man als FormeiT der 
Divisoren 

46 fc + 1, 3, 9, 13, 25, 27, 29, 31, 35, 39, 41, 

als Formen der Nichtdivisoren 

46& + 5, 7, 11, 15, 17, 19, 21, 33, 37, 43, 45. 

§. 122. 

Divisoren von x^ — A fiir den Fall, dafs A eine zu- 

sammengesetzte Zahl ist. 

Wir woUen jetzt die Formen der Divisoren und der Nicht- 
divisoren von x^ — A herleiten, indem wir unter A eine beliebig 
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zusammengesetzte Zahl versteben. Zunachst leuchtet ein, dafs 
wir nur die Werte von A zu beriicksichtigen haben, welche durch 
keine Qaadratzahl teilbar sind. Wenn namlicb J = a^A! ist, 
80 sind ofifenbar alle Divisoren von x^ — A (sofern sie prim zu 
A sind) auch Divisoren von x^ — A!^ und ebenso verhalt es sich 
mit den Nichtdivisoren. Wir unterscheiden nun folgende drei 
Falle: 

I. A ist von der Form -f- (4: w + 1) oder -r- (4 n + 3). 
IL A ist von der Form — (4n -j- 1) oder -(-(4:W + 3). 
III. A ist eine gerade Zahl oder von der Form ± (4 n -|- 2). 

I. A babe die Form -|- (4^ w -f- 1) oder — (4 n -|- 3). Wir zer- 
legen A in seine Primfaktoren und geben jedem derselben, 
jenachdem er die Form 4w -|- 1 o^^r 4w -|- 3 hat, das Vor- 
zeichen + oder — . Da eine gerade Anzahl Faktoren der Form 
4n -f" 3 ein Produkt von der Form 4n + 1 giebt, eine un- 
gerade Anzahl ein Produkt von der Form 4n + 3, so werden 
die Primfaktoren, auch nachdem sie in der angegebenen Weise 
mit Vorzeichen versehen sind, nicht aufhoren, die vorgelegte 
Zahl A zum Produkt zu haben. 

Die mit ihren Vorzeichen versehenen Primfaktoren von A 
seien a, 6, c, d, . . . Wir verteilen jetzt alle Zahlen, die prim 
zu A und <[ A sind, in zwei Elassen. In die erste Elasse stellen 
wir die Zahlen, welche Nichtreste keines der Faktoren a, 6, c, d, ... 
oder einer geraden Anzahl derselben sind, in die zweite Elasse 
die Zahlen, welche Nichtreste einer ungeraden Anzahl derselben 
sind. Werden die Zahlen der ersten Elasse mit rj, rg, . . ., die 
der ^weiten Elasse mit nj, Wg, . . . bezeichnet, so sind 

A\ -\- r^^ -4 fc -|- ^2, ... 
die Formen der Divisoren, 

A'k -\- n^^ Alz -\- n^^ ... 
die Formen der Nichtdivisoren von x'^ — JL, d. h. jede ungerade 
Primzahl wird Divisor oder Nichtdivisor von x^ — A sein, je- 
nachdem sie in einer der ersteren oder in einer der letzten 
Formen enthalten ist. 

Wenn namlich 'p eine positive Primzahl und Rest oder Nicht- 
rest einer der Zahlen a, 6, c, . . . ist, so wird diese letztere Zahl 
nach dem Reziprozitatssatz auch Rest oder Nichtrest von p sein. 
Wenn daher unter den Faktoren a, 6, c, ... sich m befinden, 
deren Nichtrest p ist, so werden ebenso viele von ihnen Nicht- 
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reste von p sein. Ist also p in einer der ersteren Formen ent- 
halten, so ist m gerade und A Rest von p, Wenn dagegen p 
in einer der letzteren Formen enthalten ist, so ist m ungerade, 
somit A Nichtrest von p, 

Beispiel. Es sei 

^ = + 105 = (-3)(+5)(-7). 

Nichtreste keiner der Zahlen 3, 5, 7 sind: 

1, 4, 16, 46, 64, 79. 

Nichtreste von 3 sind: 

2, 8, 11, 17, 23, 26, 29, 32, 38, 41, 44, 47, 53, 59, 62, 68, 71, 74, 

83, 86, 89, 92, 101, 104. 

Nichtreste von 5 sind: 

2, 17, 22, 32, 37, 47, 52, 62, 67, 82, 92, 97; 8, 13, 23, 38, 43, 

53, 58, 68, 73, 83, 88, 103. 

Nichtreste von 7 sind: 

17, 31, 38, 52, 59, 73, 94, 101; 19, 26, 47, 61, 68, 82, 89, 103; 

13, 34, 41, 62, 76, 83, 97, 104. 

Folglich kommen in die 

1. Elasse: 

1, 4, 16, 46, 64, 79 (Nichtreste keiner der Zahlen 3, 5, 7), 

2, 8, 23, 32, 53, 92 (Nichtreste von 3 und von 5), 

26, 41, 59, 89, 101, 104 (Nichtreste von 3 und von 7), 
13, 52, 73, 82, 97, 103 (Nichtreste von 5 und von 7). 

2. Elasse : 

11, 29, 44, 71, 74, 86 (Nichtreste von 3 allein), 

22, 37, 43, 58, 67, 88 (Nichtreste von 5 allein), 

19, 31, 34, 61, 76, 94 (Nichtreste von 7 allein), 

17, 38, 47, 62, 68, 83 (Nichtreste von 3, von 5 und von 7). 

Die Aufstellung der Formen der Divisoren und der Nicht- 
divisoren von x^ — 105 hat danach keine Schwierigkeit. 

II und III. Wir konnen diese beiden Falle zusammen er- 
ledigen, indem wir 

^ = (— 1) ^ Oder = (+ 2) (> oder = (— 2) ^ 
Betzen, wo Q eine Zahl von der Form 
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+ (4w+l) Oder — (4n -f- 3) 

ist, wie wir sie im ersten Fall betrachtet haben. Es sei all- 
gemein J. = a ^, wo also 

a = — 1 oder = + 2 

ist. Dann ist A Rest aller Zahlen, von denen entweder jede 
oder keine der beiden Zahlen a, Q Rest ist. Dagegen ist A 
Nichtrest aller Zahlen, von denen nur eine der beiden Zahlen 
a, Q Nichtrest ist. Danach lassen sich die Formen der Diyisoren 
und der Nichtdivisoren von x^ — A leicht herleiten. 

Es sei a = — 1. Wir verteilen alle Zahlen, die < 4 -4. und 
prim zu 4 J. sind, in zwei Klassen. In die erste Klasse stellen 
wir die Zahlen, welche in irgend einer Form der Divisoren von 
/p2 — Q enthalten sind und zugleich die Form 4 n -|- 1 haben, 
sowie diejenigen, welche in einer Form der Nichtdivisoren von 
x^ — Q enthalten sind und zugleich die Form 4w -f- 3 haben. 
In die zweite Klasse stellen wir die ubrigen Zahlen. Sind r^, 
fa, . . . die Zahlen der ersten, Wi, Wg, . . . die Zahlen der zweiten 
Klasse, so ist A Rest aller Primzahlen der Formen 

4-4.ifc + ^11 4-4ifc -|- ra, . . ., 
Nichtrest aller Primzahlen der Formen 

4-4.fc -j- Wj, 4^& -|- ng, ... 

Wenn a = i 2 ist, so verteilen wir alle Zahlen, die <C 8 ^ 
und prim zn 8 Q sind , in zwei Klassen. In die erste Klasse 
stellen wir die Zahlen, welche in irgend einer Form der Divi- 
soren von x^ — Q enthalten sind und zugleich fur a = -|- 2 
eine der Formen 

8w+ 1, 8n + 7, 

fiir a = — 2 aber eine der Formen 

8w + 1, 8n -f 3 • 

haben; ferner diejenigen Zahlen, welche in irgend einer Form 
der Nichtdivisoren von x^ — Q enthalten sind und zugleich fur 
a = -|- 2 eine der Formen 

8n+3, 8n + 5, 

fur a = — 2 dagegen eine der Formen 

8n 4- 5, 8w + 7 
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haben. In die zweite Klasse stellen wir alle librigen Zahlen. 
Werden wieder die Zahlen der ersten Klasse mit ^i, r^, . . ., die- 
jenigen der zweiten Klasse mit ni, n^, ... bezeichnet, so ist 
-f 2 (? Rest aller Primzahlen der Formen 

Nichtrest aller Primzahlen der Formen 

8g*+ni, Sgfc + na, ... 

Der Beweis ist mit Hiilfe des Reziprozitatssatzes und der in 
§. 115 and 116 hergeleiteten Satze leicht zu fiihren. 

Beispiel. Die Formen der DivisOren und der Nichtdivi- 
soren von a:^ -j- 15 zu bestimmen. 

Es ist 

_15 = (-3)(+5). 

Prim zu 15 und < 15 sind die Zahlen 

1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14. 

Davon sind Nichtreste von 3:2, 8, 11, 14, Nichtreste von 
5 : 2, 7, 8, 13. 

Es kommen also in die 

Klasse I: 1, 2, 4, 8; 
Klasse II: 7, 11, 13, 14. 

Folglich sind die Formen der Divisoren von x^ -{- lb 

15fc+ 1, 2, 4, 8, 

die Formen der Nichtdivisoren 

15AJ+ 7, 11, 13, 14, 

Oder, wenn man ausdriickt, dais die Zahlen sowohl die Form 
in -\- 1, als auch die Form 4w -|- 3 haben konnen, es sind die 
Formen der Divisoren 

60 ft -f 1, 17, 19, 23, 31, 47, 49, 53, 

die der Nichtdivisoren 

60 ft + 7, 11, 13, 29, 37, 41, 43, 59. 

Dm jetzt die Formen der Divisoren und der Nichtdivisoren 
von x^ — 15 zu finden, haben wir die 16 Zahlen, die prim zu 
60 und < 60 sind, in der oben angegebenen Weise in zwei 
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Klassen zu teilen. Dann ergeben sicb als Formen der Divisoren 
von x^ — 15 

60fc + 1, 7, 11, 17, 43, 49, 53, 59, 

als Formen der Nichtdivisoren 

60fc -f 13, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 47. 

Im Anhang sind die Formen der Divisoren von x^ + a fiir 
die Werte von a = 1 bis a = 23 angegeben. 

§. 123. 
Auflosung der rein quadratischen Kongruenz. 

Nachdem wir gelernt haben zu entscheiden, ob eine Kon- 
gruenz 

x^ ^ a (mod. m) 

moglich sei oder nicbt, handelt es sich darum, die Wurzeln einer 
als moglich erkannten Kongruenz zu bestimmen. Eine nahe- 
liegende Art der Auflosung haben wir schon in §. 103 kennen 
gelernt. Nach derselben bildet man die Reihe^) 

a, a -\- m^ a -|- 2 m, ... 

Jede Quadratzahl fi^^ welche sich in dieser Reihe vorfindet, 

giebt ein Wurzelpaar 

X ^ +: II (mod. m) 
der Kongruenz 

x^ ^ a (mod. m). 

Wir woUen jetzt untersuchen, wie weit man die Reihe fort- 
zusetzen hat, um alle Wurzeln zu erhalten. Da 

^ 1 
X ^ ^ m 

vorausgesetzt werden darf, so ist 

a;2 ^ - m2, 



*) Eine bedeutende Verbesserung hat diese Methode durch Gauss er- 
fahren, der (Disquisitiones 319 ff.) lehrt, wie man von den Gliedern dieser 
Reihe moglichst viele, die keine Losung geben konnen, von vornherein 
auBBchliefst. Eine einfache Darstellung dieser Ausschliefsungsmethode findet 
der Leser in §. 91 meiner „Elemente der Zahlentheorie^ (Leipzig, 1887). 
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also, wenn a -j- hm das letzte in Betracht zu ziehende Glied der 
Reihe bezeichnet, 

a + **w ^ — m\ 
Wird nun a als positiv vorausgesetzt, so ist 

km <i J w*, 
folglich 

Wenn a negativ ist, so wird der Grenzwert — m von A;, da der 

absolute Wert von a kleiner als m ist, um hochstens eine Einheit 

erhoht. DurchPrufungder 14-^ (-j-) ersten Glieder der Reihe 

findet man also fur ein positives a alle Wurzeln der Gleichung. 
Bei einem negativen a ist noch ein Glied mehr zu nehmen. 

i? ( -J- j bezeichnet die grofste ganze Zahl, die in dem Bruche 
-r enthalten ist. 

4 

Beispi.el. Die Kongruenz a;^ ^ 4 (mod 105) zu losen, 
bilden wir die Reihe 

4, 109, 214, 319, 424, 529, 634, 739, 844, 949, 1054, 1159, 1264, 
1369, 1474, 1579, 1684, 1789, 1894, 1999, 2104, 2209, 2314, 2419, 

2524, 2629. 

Dieselbe enthalt die Quadratzahlen 4, 529, 1369, 2209, also hat 
die Kongruenz die acht Wurzeln 

x = ±2, ±23, + 37, ± 47 (mod. 105). 

Statt des dargelegten Verfahrens^) kann man sich in vielen 
Fallen einer direkten Auflosungsmethode bedienen. Nach §. 112 
diirfen wir voraussetzen, dafs der Modul eine Potenz einer un- 
geraden Primzahl sei; denn der Fall m = 2* ist in §. Ill be- 
handelt worden. Da aufserdem in §. 107 gezeigt worden ist, wie 
man aus den Wurzeln von x^ ^ a (mod. p) diejenigen von 



^) Dais die rein quadratische Kongruenz auch dem oben fiir die all- 
gemeine binomische Kongruenz gelehrten Auflosungsverfahren unterliegt, 
braucbt hier wohl nur erwahnt zu werden. 
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x^ ^ a (mod. p^) berechnet, so konnen wir una auf den Fall be- 
schranken , in welchem der Modul eine ungerade Primzahl p ist. 
Am einfachsten gestaltet sich die Sache, wenn p die Form 
4tn -\- S hat Ist aber j) = 4n -f- li so wird der Weg, der fiir 
p = 8n -f- 5 zum Ziele fiihren kann, fiir 2? = 8n -f- 1 nicht 
anwendbar sein. Wir haben also drei Falle zu unterscheiden, 
die wir der Reihe nach besprechen wollen. 

I. Es sei 

p = 4w + 3. 

Wenn die Kongruenz 

x^ ^ a (mod. p) 
moglich, also a Rest von p sein soil, so mufs nach §. 109 

^y(p-i)^ d. i. a2» + i = 1 (mod. p), 

folglich 

a^^ + a^ d. i. (a" + 1)2 = a (mod. p) 

sein. Die Wurzeln der Kongruenz sind dann also 

a; ^ + a** + ^ (mod. p), 

Bei spiel. Die Kongruenz 

x^ = 35 (mod. 59 = 4. 14 + 3) 

hat die Wurzeln 

x = + 3515 = + 25 (mod. 59). 

II. Es sei 

p = 8 n -|- 5. 

Wenn a Rest von p sein soil, so mufs 

a^^"'\ d. i. a*« + 2 = 1, 
folglich 

a^n + 2 _ 1 _ (a2n + i _ i)(a2n + i _^ 1) = Q (mod. p) 
sein. 

Wenn nun erstens 

a2~ + i — 1 = (mod. p) 
ist, so ergiebt sich 

aa»* + 2, d. i. (a" + 1)2 = a (mod. p). 

In diesem Falle hat also die vorgelegte Kongruenz die beiden 

Wurzeln 

a; ^ + a*» + 1 (mod. p). 



§. 123. Aafloanng der rein quadratischen Konf^raenz. 381 

Wenn zweitens 

ct«n + i _|_ 1 = (mod. p) 

ist, so bleibt nichts anderes iibrig, als in der oben dargelegten 
Weise die Losung mittels der fleihe a, a -|- p, . . . zu suchen, 
es miifste denn sein, dafs man die beiden Quadratzahlen kennt, 
deren Summe = p ist (Die Zerfallung von p in zwei Quadrate 
setzt die Losung der Eongruenz 

x* ^ — 1 (mod. p) 

Yoraus, kann also nicht zur Grundlage der Losung von 

x^ ^ a (mod. p) 

dienen.) Man hat namlich 

also well a ^ x^ ist, 

(a« + 1)2 + a:2 = (mod. p). 

Ist nun p = n^ -{- ^\ wo a und /J relative Primzahlen sind, 
und bezeichnen t^ u zwei unbestimmte ganze Zahlen, so ist auch 

(«» + j32) (t^ -\- W2) 

Oder, was dasselbe ist, 

(at + /3m)2 -f Xau — pt^ = (mod. p). 

Wir verfiigen jetzt iiber f, u so, dafs 

ecu — ^t =: a*"-^^ 

/3m -{- at ^ X 

werde. Hieraus erhalt man durch Elimination von u 

(a2 -|- /32)^ ^ux — /3a" + i, 
also, weil 

«» -f- /32 = p = (mod. p) 

ist, 

a a; ^ /3 a** + 1 (mod. p), 

Diese Kongruenz ersten Grades ist immer moglich, da a 
prim zu p ist. Sie liefert einen einzigen Wert von rr, der des 
doppelten Vorzeichens wegen die beiden Wurzeln der Kongruenz 

x^ ^ a (mod. p) 
darstellt. 
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Beispiele. 

L x^ = 15 (mocL 61 = 7 .8 -f 5). 
Da 

152.7 + 1 _ 1515 = 4-1 (mod. 61) 

ist, so sind die Wurzeln 

x = ± 157 + 1 = + 158 = + 25 (mod. 61). 

11. x^ = b (mod. 61). 
Es ist 

515 = _ 1 (mod. 61) und 61 = 5^ -f 6a, 

folglich hat man die Kongruenz 

5a? = 6.58 (mod. 61) 

zu losen. Es ergiebt sich 

a; = 6 , 57 = + 26 (mod. 61). 

[Man hatte auch die Kongruenz 

6a: = 5.58 = 59 (mod. 61) 

nehmen konnen; diese wlirde 

x = ±S6 (mod. 61), 

also dasselbe Resultat geliefert haben.] 

ni. Wenn p = Sn -\- I ist, hat. man sich in der Kegel des 
im Anfang dieses Paragraphen dargelegten Verfahrens zu be- 
dienen. Es kann aber auch in diesem Falle vorkommen, dafs 
sich die Wurzeln der Kongruenz x^ ^ a (mod. p) direkt be- 
stimmen lassen. Es sei namlich p = ^^q -\- l^ wox>3 und q 
eine ungerade Zahl ist. Da die Kongruenz moglich sein soU^ so ist 

J^^P"'^ = a^-'^ = 1 (mod. p). ' 

Wenn sich nun herausstellt, dafs schon 

a« ^ ± 1 (mod. p) 

ist, so konnen wir, weil g ungerade ist, ganz wie im Falle 

p = Sn -\- 6 
Terfahren. 

Beispiele. 

I. x^ = 17 (mod. 89 = 8. 11 4- 1). 
Da 

1711 = — 34 (mod. 89) 
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ist, 80 lafist sich ein direktes Verfahren nicht anwenden. Die 
Betrachtung der Reihe 

17, 106, 195, 284, /. . . 

liefert als Wurzeln 

X = ± 27 (mod. 89). 

IL x^ = 71 (mod. 73 = 8.9 + 1). 

Es ist 

71» = (— 2)9 = — 512 = — 1 (mod. 73) 
nnd 

73 = 32 + SK 

Man erhalt also zar Bestimmung von x 

Sx = 3.715 = 3.(_ 2)5 = — 96 (mod. 73) 

nnd darauB 

a; = + 12 (mod. 73). 

§. 124. 

Die Kongruenz x^ ^ a (mod. m), wenn a nicht prim 

zu m ist. 

Des leichteren Verstandnisses wegen moge der allgemeinen 

Betrachtung ein Beispiel vorausgeschickt werden. Es soil die 

Kongruenz 

x^ = 450 (mod. 525) 

gelost werden. Da 450 und 525 den grofsten gemeinschaftlichen 
Divisor 75 haben, so mufs auch x^ durch 75 = 3.5*, also x 
durch 3.5 = 15 teilbar sein. Wir setzen demgemaXs x = I6y 
and erhalten der Reihe nach 

225 y2 = 450 (mod. 525), 
3 1/2 = 6 (mod. 7), 
t/2 = 2 (mod. 7), 
y =±S (mod. 7), 
X = + 45 (mod. 105). 

Die Kongruenz hat also die 10 verschiedenen Wurzeln 

aj = ± 45, + 150, ± 255, + 360, ± 465 (mod. 525). 

Es sei jetzt die Kongruenz 
(1) x^ ^ a (mod. m) 
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vorgelegt Wenn a und m den grofsten gemeinschaitlichen Di- 
visor d^d haben, wo d^ die grofste in diesem Divisor aufgehende 
Quadratzahl bezeichnen moge, so mufs a^ durch d^8^ also x 
durch d8 teilbar sein. Wir setzen demgemafs x = dSy nnd 

erhalten 

d'^S^y^ ^ a (mod. m) 
oder 

(2) 6,. = ^,(mod.^), 



WO 



und 



teilerfremde ganze Zahlen sind. Es lalst sich nun zeigen, dafs 

d prim zu -jr-^ sein wird. Hatten beide Zahlen einen Faktor 
^ d^ 

8i ^ I gemeinschaftlich , so miifste derselbe auch in d8y = x 
autgehen, x^ also durch 8^ teilbar sein. Es ware aber auch m 

durch 8^ teilbar, da 8. in -t--»? also 8'{ in -— und somit in m aut- 
^ d^8 ^ d^ 

geht. Folglich konnte die Kongruenz (1) nur bestehen, wenn 
auch a durch 6{* teilbar ware. Der grofste gemeinschaftliche 
Divisor von a und m enthielte also den quadratischen Faktor 
d^8l^ wahrend vorausgesetzt wird, dafs die grofste in diesem Di- 
visor aufgehende Quadratzahl d^ sei. Somit ist der Eoeffizient 8 
von 2/2 in (2) prim zum Modul dieser Kongruenz. Dieselbe liefert 
also fiir y^ nur einen Wert und fiihrt zu einer rein quadratischen 
Kongruenz, die nach §. 123 zu behandeln ist. Nachdem man die 
Werte von y gefunden hat, macht die Bestimmung der Werte 
von x keine Schwierigkeit mehr. 

Beispiel. x^ = 819 (mod. 3150). 

819 = 32.7.13, 3150 = 2.32.52.7, d = 32.7. 

Wir setzen a; = 2I3/, dann erhalten wir 

32.72.1/2 = 32.7.13 (mod. 2.3^52.7) 
oder 

7j/2 = 13 (mod. 50), 

1/2=9 (mod. 50), 

1/ = ± 3 (mod. 50), 

^ = + 63 (mod. 1050). 

Die vorgelegte Kongruenz hat also die Wurzeln 

:r = + 63, +1113, + 2163 (mod. 3150). 
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§. 125. 

Uber die Aufeinanderfolge der Reste und Nichtreste 
der Primzahl j) in der Reihe 1, 2, 3, . . ., p — 1- 

Es bezeichne Rr^ wie oft in der Reihe 
(1) 1, 2, 3, . . ., 1) - 1 

auf einen Rest von p ein Rest folgt. Ebenso werde durch 

Bn^ Nr, Nn 

ausgedruckt, wie oft in (1) beziehungsweise auf einen Rest ein 
Nichtrest, auf einen Nichtrest ein Rest, auf einen Nichtrest ein 
Nichtrest folgt, Dann ist offenbar 

(2) Br + Rn + Nr-}- Nn==p — 2. 

Ist nun a ein Nichtrest der Reihe (1) und wird eine zweite 
(von a verschiedene) Zahl /3 so bestimmt, dafs 

a /J ^ 1 (mod. p) 

ist, so mufs auch /J ein Nichtrest sein. Ware nun eine der 
Zahlen oc, /J, etwa P = p — 1, also 

a{p — 1) ^ 1 (mod. p\ 

80 miifste — a ^ 1, also auch 

a ^ — 1 ^ p — 1 

sein, was der Voraussetzung, nach welcher a von /S verschieden 
sein soil, widerspricht. Da nun /J als Glied von (1) voraus- 
gesetzt werden darf , so ist sowohl a als auch /J < i> — 1. Wir 
betrachten jetzt die beiden Folgen 

a, a -f 1 und /J, /S + 1. 

Wenn a -f~ 1 ein Nichtrest ist, so mufs 

^ + l = ^ + ai3 = ^(a+l) 

als Produkt zweier Nichtreste ein Rest sein. Wenn also die 
Folge a, a -)- 1 eine Einheit fiir Nn liefert, so liefert /J, /3 -|- 1 
eine Einheit fiir ^,.. 

Ist dagegen a -(- 1 ein Rest, so wird /3-|-l^/3(a+ 1) 
als Produkt eines Nichtrestes in einen Rest ein Nichtrest sein. 

Wertheim, Zahlenlehre. 25 
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So oft also die Folge a, a -f- 1 eine Einheit fiir Nr liefert, liefert 
^, /3 -|- 1 eine Einheit fur Nn. Daher ist in alien Fallen 

(3) Nr = Nn. 

Dm nun die Grofsen 

Rr, Rn, -Nr;, Nn 

einzeln zu berechnen, haben wir die Falle 

jP = 4n -(- 1 und p = 4n -{- 3 

gesondert zu behandeln. 

I. Wenn p = 4n -f- 1 ist, so ist nach §. lib p — 1 ein 
Rest und p — m Rest oder Nichtrest, jenachdem m Rest oder 
Nichtrest ist. 

Ist nun a ein Rest und a + 1 ein Nichtrest, so wird 
p — a — 1 ein Nichtrest, p — a ein Rest sein. Jeder durch 
die Folge a, a -f" ^ gelieferten Einheit von JB» entspricht also 
eine durch die Folge p — a — l,j) — a gelieferte Einheit von 
Nr* In diesem Falle ist somit 

(4) Rn = Nr. 

Da es ferner - (p — 1) Reste und ebenso viele Nichtreste 

giebt, und da auf jeden Nichtrest entweder ein Rest oder ein 
Nichtrest und auf jeden Rest — mit Ausnahme des letzten, 
namlich des Restes p — 1 — gleichfalls entweder ein Rest oder 
ein Nichtrest folgt, so ist weiter 



(5) 



Nr + N, = l{p-l) 

R, + R, = l(p-l)-h 



2 
Aus (3), (4) und (5) erhS-lt man 

(6) R^ = l(p- 5), R^ = Nr = Nn = \{p— 1). 

11. Wenn p = 4n -j- 3 ist, so ist nach §. 115 p — 1 ein 
Nichtrest, und m und p — m sind von entgegengesetztem qua- 
dratischen Charakter. 

Wenn also a ein Nichtrest und a -\- 1 ebenfalls ein Nicht- 
rest ist, so dafs die Folge a, a -f" ^ ^V^^ Einheit fur Nn liefert, 
so wird p — a — 1 ebenso wie p — a ein Rest sein, die 
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Folge p — a — 1, p — a somit eine Einheit Or Rr liefem. Es 
ist folglich 

(7) N. = Rr. 

Da femer in diesem Falle 



(8) 



Rr + Rn = l(p-l) 

i^. + i^. = 1 (p - 1) - 1 



ist, so erhalten wir [aus (3^ (7), und (8)] 

(9) B^ = N^ = Nn = l{p-Sl 2J, = i (i> + 1> 

Die Ausdriicke (6) und (9) lassen erkennen, da& jede der 
Zahlen 

Rr. Rn, Nr. N^ 

einen von Null verschiedenen Wert hat, sobald die Primzahl 
p > 5 ist. 

Beispiele. 

L p = 2S. 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 

+ + + + - + - + +-- + + -- 

16, 17, 18, 19, 20, 21, 22. 

+ - + ---- 
Rr =5, Rn = 6, Nr = 5, N^ = 5. 

n, p = 29. 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 

+ + + + + -+--- + -- 

16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28. 

+ --- + - + + + + -- + 

R, = 6, Rn= 7, Nr =7, Nn = 7. 

Anmerkung. Wird statt (1) die Reihe 

(10) c, 2c, 3c, . . ., (p — l)c 

genommen, wo c eine beliebige durch p nicht teilbare Zahl be- 
zeichnet, so sind zwei entsprechende Glieder von (1) und (10) 
von demselben oder von entgegeDgesetztem quadratiscben Charakter, 
jenachdem c Rest oder Nichtrest von p ist. 

25* 
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§. 126. 
Auflosung der Kongruenz a x^ -]- b y^ ^ c (mod, p). 

Hilfssatz. Wenn a prim zu m ist, so ist die Kon- 
gruenz 

, ax^ ^ b (mod. w) 

moglich Oder unmoglich, jenachdem a und b in Be- 
ziehung auf den Modul m von demselben oder von 
entgegengesetztem quadratischen Gharakter sind. 

Be we is. Da a prim zu m ist, so lafst sich stets eine, aber 
auch nur eine Zahl a bestimmen, fur welche 

aa = I (mod. m) 

ist. a wird von demselben quadratischen Gharakter wie a sein, 
da das Produkt a a ein Rest, namlich -|- 1 ist. a wird auch 
prim zu m sein, da ein gemeinschaftlicher Divisor von a und m 
in 1 aufgehen miifste. Wird nun die Kongruenz 

ax^ ^ b (mod. m) 

mit a multipliziert, so erhalt man 

x^ ^ ccb (mod. m), 

und damit diese letztere Kongruenz moglich, d. i. ab ein Rest 
sei, miissen a und b oder, was dasselbe ist, a uod b denselben 
quadratischen Gharakter in Beziehung auf m haben. 

Wenn danach die Koeffizienten b und c der Kongruenz 

ax^ -\- by^ ^ c (mod. p), 

in welcher der Rest c als von Null verschieden vorausgesetzt 
wird, von demselben quadratischen Gharakter in Beziehung auf 
p sind, so ist die Kongruenz 

by^ ^ c (mod. p) 

moglich und liefert fiir y zwei Werte, welche in Verbindung mit 
dem Werte x = zwei Losungen der vorgelegten Kongruenz 
ausmachen. 

Haben a und c denselben quadratischen Gharakter, so kann 
man y = annehmen und die zugehorigen Werte von x durch 
die Kongruenz ax^ ^ c (mod. p) bestimmen. 
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Um die iibrigen Losungen zu erhalten, bilden wir die Reihe 
der Vielfachen von — c ^ p — c 

p — c, 2{p — c), 3(|> — c), ..., ip—l){p — c) 

and wahlen zwei aufeinander folgende Glieder dieser Reihe, a 
und a -{- (p — c), von denen das erste, a, voir demselben qua- 
dratischen Charakter wie a, das zweite, d. i. a -^ p — c, von 
demselben quadratischen Charakter wie — b ist. Fiir jedes 
Paar solcher Werte a, « -|- p — c liefern dann die Eongmenzen 

aa:* ^ a, — 6 y* ez: a + (p — c)(mod. p) 

Werte von x und y, welche die vorgelegte Kongruenz befriedigen; 

denn da 

-\- by^ ^ — a -\- c und ax^ ^ a 
ist, so ist 

ax^ 4" ^y* ^ ^ (mod. p). 

Wir haben noch zu zeigen, dafs alle Losungen auf die dar- 
gelegte Weise erhalten werden. 
Es sei 

^ = I, y = V 

sine Losung der vorgelegten Kongruenz, also 

— a|2 — fti^a^ — c ^p — c (mod. p). 

Da nun die Reihe der Vielfachen von p — c 

p — c, 2(p — c), 3(p — c), ..., {p—\){p — c) 

alle Reste und Nichtreste von 1 bis p — 1 enthalt, so miissen 
— 6 1^2 und -}- aS*, deren Diflferenz (ebenso wie die Diflferenz 
der Reihe) gleich p — c ist, zwei aufeinander folgenden Viel- 
fachen von p — c kongruent sein. 

Beispiele. 

I. 7 a:a + 5 y^ = 22 (mod. 23). 

Da 5, 7, 22 Nichtreste von 23 sind, so losen wir zunachst 

die Kongruenz 

7 a:2 = 22 (mod. 23) 

und erhalten x ^ + 6. Weiter liefert die Kongruenz 

5y2 = 22 (mod. 23) 

die Werte y ^ + 3. Die vorgelegte Kongruenz hat also die 
Losungen , 

+ ic = 6, ±y = und +:r = 0, ±y = 3 (mod. 23), 
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Um die iibrigen Losimgen zu erhalten, bilden wir die Vielfachen 
von 23 — 22 = 1 und scbreiben wieder der Deutlichkeit wegen 
unter jeden Rest das Zeichea -f-f unter jeden Nichtrest das 
Zeicben — . 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 

+ + + + - + - + + + + - - 

16, 17, 18, 19, 20, 21, 22. 

+ - + ---- 

Da 7 Nichtrest, — 5 ^ 18 Rest ist, so haben wir die Zeichen- 
folge (- zu nebmen, also die Kongruenzen 



7a?« 5 


7 


11 


15 


17 


18y« — 6 


8 


12 


16 


18 


nd diese lieferi 


Q 








± X 2 


1 


8 


9 


3 


± y - 10 


7 


4 


12 


1. 



IL 6 a;a + 11 j/2 = 14 (mod.' 29). 

Da 6 Rest, 11 Nichtrest und 14 Nichtrest von 29 ist, so ist die 
Annahme y ^ unzulassig. Es kann aber x ^ und dabei 

lly2 = 14 (mod. 29) 

sein, was y ^ ± 5 liefert. Das erste Losungspaar ist also 

a; ^ 0, y ^ ± 5. 

Um die iibrigen Losungen zu erhalten, bilden wir die Vielfachen 
von 29 — 14 = 15: 

15, 1, 16, 2, 17, 3, 18, 4, 19, 5, 20, 6, 21, 7, 22, 

- + + + -+ + + - + + 

8, 23, 9, 24, 10, 25, 11, 26, 12, 27, 13, 28, 14. 

- + ++- + ---- + + - 

Da 6 Rest, — 11 ^ 18 Nichtrest ist, so haben wir die Zeichen- 
Iblge -| zu nehmen, also die Kongruenzen 
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6 x« — 16 i 4 


6 


22 


24 


25 


28 


18 y« - 2 


19 


21 


8 


10 


11 


I 14 


ind diese liefern 












-i- X — 14 


7 


1 


9 


2 


3 


13 


± y _^ 10 


14 


8 

1 


9 


6 


12 


2. 



§. 127. 

Matrots Bestimmung der Primzahlen, fiir welche -f- 2 

Rest ist.; 

Die Ergebnisse des §. 125 haben Ma trot das Mittel ge- 
gebeD, den in §. 116 und dann nochmals in §. 118 hergeleiteten 
Satz iiber die Primzahlen, von denen + 2 quadratischer Rest 
Oder Nichtrest ist, sehr einfach zu beweisen. 

Wir nehmen an , der Modul sei eine ungerade Primzahl j>, 
schreiben die Zahlen 

p — 1 i> + 1 



(I) 



1, 2, 3, 



P 



in eine Reihe und setzen unter jeden quadratischen Rest von p 
das Zeichen -|-, unter jeden Nichtrest das Zeichen — . Dann 
geht aus den in §. 125 erhaltenen Ausdriicken hervor, dafs 

B, + JV, = ^^ 

ist, d. h., dais die Anzahl der Zeichen wechsel in der Reihe (I) 

— ^ — betragt. Aulserdem leuchtet ein, dafs in jedem Teil der 

Reihe das letzte und das erste Glied dasselbe Zeichen haben, 
wenn der Teil eine gerade Anzahl von Zeichenwechseln enthalt, 
wahrend eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln anzeigt, dafs 
das Zeichen des ersten Gliedes des Teils demjenigen des letzten 
entgegengesetzt ist. 

Wir fiihren nun die Untersuchung iiber den quadratischen 

Charakter von 2 auf denjenigen der Zahl --^J— zuriick. Da 
namlich 
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2 . ^^ = p 4- 1 = 4- 1 (mod. p), 

p + 1 
also das Produkt der Zahlen 2 und ^—^ — ein Rest von p ist, 

so miissen nach §. 110 beide Zahlen entweder Reste sein, d. h. 2 

ist Rest von jp, wenn^^-^^^^ — es ist, oder sie miissen beide Nicht- 

reste sein, d. h. 2 ist Nichtrest von p, wenn ^-—f — ®8 ist. 

Nach diesen Vorbemerkungen schreiben wir die zweite Halfte 
der Reihe (I) in umgekehrter Reihenfolge der Glieder unter die 
erste Halfte: 

(II) 1, 2, 3, ..., ^-^, 

(IH) p_i,>_2, p-3, ..., ^L±l^ 

so dais je zwei unter einander stehende Glieder der erhaltenen 
Reihen (U) und (lU) einander zum Modul erganzen. Die Reihen 
(I), (U), (lU) mogen beziehungsweise Wiy w^^ Ws Zeichenwechsel 
enthalten. Da nun nach §. 115, Zusatz II die untereinander 
stehenden Glieder von (11) und (III) entweder samtlich dieselben 
oder samtlich entgegengesetzte Yorzeichen haben, so stimmen die 
Reihen (11) und (III) hinsichtlich der Zeichenwechsel voUstandig 
tiberein, oder es ist Wg = w^» Die Zeichenwechsel von (11) und 

(III) finden sich samtlich auch in (I) vor. Die letztere Reihe 
besitzt aufserdem noch einen Zeichenwechsel, wenn die Zahlen 

S" ^^^ 2"' 

zwischen denen die Teilung von (I) in (II) und (IH) erfolgte, 
verschiedene Zeichen haben, und da diese Zahlen einander zum 
Modul erganzen, so ist das nur der Fall, wenn p die Form 
4:Tc -\- 3 hat. Es ist somit 

fur jp = 4fc + 1 W2== Ws = ^ Wi= -^—j — , 

I p 3 

„ p = 4 fc + 3 W2 = Ws=^(Wi — l)= ^—^ . 

Wir setzen erstensp = 4fc-|-l voraus. Wenn dann 

p-l 

w^ = - — - — 
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eine gerade Zahl 2 n ist, so ergiebt sich p = Sn -\~ h In diesem 

Falle hat das letzte Glied von (II) deDselben quadratischen 

Charakter wie das erste. Nun ist 1 Rest von j?, folglich ist auch 

p — 1 p I 1 

^— jr — ein Rest. Dann mufs aber auch ^—^ — und somit 2 ein 

Rest von |) = 8n -(- 1 sein. 
Wenn dagegen 

eine ungerade Zahl 2 w -|- 1 ist, so ergiebt sich p = 8 w -|- 5. In 
diesem Falle ist ^-— ^ — ein Nichtrest, da 1 ein Rest ist. Es ist 

dann ^— ^ — , somit auch 2 ein Nichtrest von p = 8w -f- &• 

Zweitens nehmenwiran,j}habedieForm 4A;-f-3. Wenn dann 

p — 3 
w, = ^— J — eine gerade Zahl 2 n ist, so ergiebt sich |) = 8n + 3. 

n \ «j I J 

In diesem Falle sind. 1 und ^--^ — Reste, folglich ^-— ^ — und 

daher auch 2 ein Nichtrest von ^ = 8n -|- 3. Ist dagegen 

p 3 

Wa = ^— 2 — eine ungerade Zahl 2 » -|- 1, so ergiebt sich p = Sn-\-l. 

In diesem Falle ist, da 1 ein Rest ist, -^—^ — ein Nichtrest, 

» 4- 1 
folglich^— ^ — und ebenso auch 2 ein Rest von |} = 8w -f- 7, 



§. 128. 
Der Bachetsche Satz. 

Jede Zahl, die nicht selbst eine Quadratzahl ist, 
kann als Summe von vier oder weniger Quadraten 
dargestellt werden^). 



^) Bachet spricht den Satz in Beinem Zusatz zu Diophants Arith- 
metik IV, 31 aus (vergl. die Uberaetzung von Wertheim S. 162). Einen 
Beweis zu finden, ist weder ihm noch Euler gelungen. Erst Lagrange 
(Oeuvres III, p. 189) hat den von Diophant an verschiedenen Stellen 
stillschweigend vorausgesetzten Satz bewiesen. Eine Verallgemeinerung hat 
Fermat in seiner Ausgabe des Diophant gegeben (s. Wertheim, 1. c). 
Siehe auch Legendre, Th^orie des Nombres I, p. 211 und Gauss, Dis- 
quisitioneB 293. 
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Die von Euler (Commentationes arithmeticae coUectae I, 
p. 543) gegebene Identitat 

(aa 4- 62 _|- c2 4- da) (a^ -f /Ja _|_ ya 4. ^^2) 
= (aa 4- 6/S + cy + dSy + (a/5 — 6a — cd + dy)a 
+ {ay -\-b8 — coc — d/J)a -f- (aS _ 6y 4- c/3 — da)a 

lehrt, dais der Satz von jeder zusammengesetzten Zahl gilt, so- 
bald er fiir die einzelnen in derselben aufgehenden Primzahlen 
besteht. Wir konnen unsere Betraohtung also auf Primzahlen 
beschranken. 

Hilfesatz. Jede Primzahl', welche in der Summe 
von vier Quadraten aufgeht, die prim zu einander 
sind, ist selbst die Snmme von vier Quadraten. 

Beweis (Lagrange, 1. c). Die Zahlp moge in der Summe 

^2 _^ 52 4_ Ca 4- 2)a 

aufgehen, und es seien A^ £, C, D prim zu einander. Sind 
dann a, 6, c, d beziehungsweise die absolut kleinsten Reste von 
Ay B, C^ D fiir den Modul p, also jede der Zahlen a, 6, c, d 
dem absoluten Werte nach 

< 2 ^' 

so geht p auch in 

aa 4- 62 4. c2 + da 
auf, d. h. es ist 

(1) aa 4- 6a 4_ ca 4_ da = pp^, 

wo Pi eine ganze Zahl bezeicbnet. Da nun 

aa + 62 4- ca 4- da < 4 . Q pj, 

also ppi <ip^ ist, so mufs Pi <Z P sein. 

Wenn jetzt pi =z I ist, so geht (1) Uber in 

p = aa 4- 6a 4- ca 4- da, 

und dann ist der Satz bewiesen. 

Wenn aber Pi > 1 ist, so mogen ai, 61, Ci, d^ beziehungs- 
weise die absolut kleinsten Reste von a, 6, c, d fiir den Modul 
Pi bezeichnen; jede der Zahlen ai, 61, Ci, dj ist dann 

< 1) Pi' 

mi 
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Da nun pi wegen (1) in 

a2 -|_ 62 _|_ ca -f- da 
aufgeht, so mufs auch 

«i' + h' + c? + d,^ 
durch pi teilbar, etwa 

(2) a/ + b^ + c« + d? = p^p, 

sein, wo p^ eine ganze Zahl bezeichnet, die, wie sich leicht be- 
. weisen lafst , < p^ ist. Durch Multiplikation von (1) und (2) 
erhalt man 

(3) aa + ^a + y2 4. 52 = ^^2^^^ 

wo nach der oben angegebenen Identitat 

a =: aoi -\- bbi -\- ccj -\-,ddi 
/S = a 61 — bai — cdi -{- dci 
y = aCi -\- bdi — coi — dbi 
d = adi — bci -\- cbi — dai 



w 



ist. Nun konnen aj, 61, Cj, di als Reste von a, 6, c, d fiir den 
Modul pi beziehungsweise durch 

a^\pi, 6 — fcajPi, c — fespi, d — h^Pi 

ersetzt werden, wo ftj, ika, ^3, fc4 ganze Zahlen bedeuten. Dann 
ergiebt sich leicht 

a = pi(p — aki — 6 &2 — ^ ^3 — ^ *4)» 

y = Pi{— aTc^ — ftfc^ + cfci + d&a), 
d = pi ( — alc^ -\- bk^ — c fca + d K)- 

Da somit jede der Grofseu a, /3, y, tf den Faktor pi enthalt, so 
kann man die Gleichung (3) durch p^ heben, und man erhalt, 
wenn die ganzen Zahlen 

a p y d 
¥1' i^T' ¥1' ¥1 
beziehungsweise mit aa, 63, Ca, ^2 bezeichnet werden, 

(5) a,' + bl + c^ + di^ = pp,. 

Die Gleichung (5) hat dieselbe Form wie (1); es ist aber 
Pa -< Pi. Wenn jetzt pa = 1 ist, so ist p nach (5) die Summe 
von vier Quadraten. Ist dagegen 2)2 > 1? so verfahren wir mit 
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(5), wie wir mit (1) verfahren haben; wir gelangen dadurch zu 
einer neuen Gleichung 

(6) ai + bi 4- ei -f d^ = PPt, 

WO ps < p^ ist. Da die Zahlen |), pi, pa? Psi • • • ©ii^© abnehmende 
Reihe ganzer positiver Zahlen bilden, so mufs endlich einmal 
ein p^ = I erscheinen, d. h. es mufs sich 

a2i + 62* + ^m + dm = P 

ergeben. p ist somit die Summe von vier Quadraten. 

Anmerkung. Der Beweis verliert seine Geltung nicht, 
wenn man annimmt, dafs eines oder zwei d^r vier Quadrate, 
welche J.2-|-J5*-|- C*-|-^' ausmachen, Null sind, Es kann auch 
vorkommen, dafs eines oder zwei der vier Quadrate, welche den 
Divisor p ausmachen, Null sind. Es ist also jede Primzahl, 
welche in die Summe von vier oder weniger Quadraten 
aufgeht, wofern diese nur ohne gemeinschaftlichen 
Divisor sind, selbst die Summe von vier oder weniger 
Quadraten. 

Lehrsatz. Jede Primzahl ist die Summe von vier 
oder weniger Quadraten. 

I. Beweis. Wir betrachten die Kongruenz 

^* + y^ + 1 = ^ (jnod. p), 

• 

Da 1 ein Rest und — 1 ein Rest oder ein Nichtrest von p 
ist, jenachdem p die Form 4n -|- 1 oder 4w -|- 3 hat, so hat 
die Kongruenz nach §. 126 jedesmal eine Losung, wenn im 
ersteren Falle in der Reihe 

1, 2, 3, . . ., i) - 1 

auf einen Rest ein Rest, im zweiten Falle auf einen Rest ein 
Nichtrest folgt. Nach §. 125 hat daher die Kongruenz, sobald 
p >> 5 ist, immer wenigstens eine Losung. Jede Primzahl, die 
>> 5 ist, geht also in die Summe x^ -\- y^ -\- I auf und ist so- 
mit selbst die Summe von vier oder weniger Quadraten. Da nun 
noch der Satz auch fiir die Primzahlen p ^ 5 gilt, so gilt er 
allgemein. 

• II. Beweis (A. Ma trot, Vortrag, gehalten am 9. August 
1890 zu Limoges auf dem Kongrefs der Association fran^aise 
pour Tavancement des sciences). 
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Es sei p = 2 n -f- 1 eine beliebige (ungerade) Primzahl, und 
es seien die Zahlen von 1 bis j:; — 1, mit Ausschlufs von n und 
2n, in folgender Weise geordnet: 



2« — 1 



2 

2n — 2 



3 
2n — 3 



n — 1 
n + 1. 



Zwei untereinander stehende Zahlen, die ein Paar heifsen 
sollen, haben also die Summe 2 n. Nun befinden sich unter den 
Zahlen von 1 bis |> — 1 bekanntlich 

- (|, — 1) = n 

quadratische Reste von p, und da nur n — 1 Paare nieder- 

geschrieben sind, so miissen entweder beide Zahlen wenigstens 

eines Paares Reste sein, oder es mufs wenigstens eine der nicht 

hingeschriebenen Zahlen (n und 2n) ein Rest sein. 

Es seien erst ens a, a' die Zahlen eines Paares, welche beide 

Reste von p sind. Danu giebt es zwei ganze Zahlen a, a\ fiir 

welche 

a2 = a, a'2 = a', 

also 

a2-}-a'a = a-j-a' = 2n^2)— 1 = — 1 (mod. p), 

oder 

a2 -^ a'2 -f- 1 

durch p teilbar ist. 

Zweitens sei n ein quadratischer Rest von p\ dann giebt 
68 eine Zahl a, fur welche 



d. i. 



a2 ^ n, also 2 a^ ^ 2 n, 
2a2^p— 1=— 1 (mod. p) 



ist. In diesem Falle ist also a^ -f- a^ -j- 1 durch p teilbar. 

Wenn endlich 2n = p — 1 Rest von p ist, so giebt es 
eine Zahl a, fur welche 

a2 :^ p — 1^ — 1 (mod. p), 

also a^ -f- 1 durch p teilbar ist. 

Somit geht jede ungerade Primzahl in die Summe von drei 
oder weniger Quadraten auf, welche prim zu einander sind. Jede 
Primzahl lafst sich also in vier oder weniger Quadrate zerfallen. 
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§. 129. 
Aufgaben. 

I. Die Eongruenz 

~ ir2 = 365 (mod. 1847) 

zu losen. 

Es ist 

X = ± 365*^2 = ± 496 (mod. 1847). 

[3652 = 241, 3654 = 824, 365^ = — 720, 365i6 = _ 607, 
365^2 = — 951, 365«* = — 629, 365i88 = 333, 3652^6 = 776, 
365^84 =_ 159, 365**8=273, 365*56=_778, 365*6o=_i63, 

365*62 = _ 496.] 

II. 

1) x^ = 35 (mod. 437 = 19. 23). 

[x = ± 129, ± 175 (mod. 437.] 

2) x2 = 9 (mod. 27). 

[x = ±S, ±12, ± 21 (mod. 27).] 

3) x^ = 25 (mod. 75). 

[+ a: = 5, 20, 35, 50, 65 (mod. 75).] 

III. Die Kongruenz x^ ^ 75 (mod. 179) hat die Wurzeln 
+ 84. Welches sind die Wurzeln der Kongruenz 

x^ = 3 (mod. 179)? [x = + 19 (mod. 179), 

denn aus 

5 1 = 84 = — 95 
folgt 

g = — 19 (mod. 179)]. 

IV. Ist die Kongruenz x^ ^ 750 (mod. 947) moglich oder 
nicht? 

/750N _ /25^\ / 30_X /_2^^ 

\947y "" V 947 / V947/ V947A947A947/ — ' ^' 
denn 

T— - j = — 1, well 947 von der Form 8w -(- 3 ist, 
(047 ) ~ + ^' ^®^^ ^^^ ^^^ ^®^' ^^^"^ 12n -)- 11 ist, 

(4) = - '. "•« m = m = (I) '- 
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Die Eongruenz ist also moglich; ihre Wurzeln sind 

X = 750237 = + 312 (mod. 947). 
V. AUe Losungen der Kongruenz 

13a:2 4- 3y« = n (mod. 29) 



zu finden. 



± X 

±y 




9 



14 
11 



7 
2 



1 
3 



9 

7 



2 
5 



3 
10 



13 

8 



VI. Die Zahl 7043 =: 842 — 13 ^nter Anwendung der Formen 
der Divisoren von x^ — 13 in Faktoren zu zerlegen. 

Die Zahl 7043 ist eine Primzahl, da keine der Primzablen 

3, 17, 23, 29, 43, 53, 61, 79 

in sie aufgeht 

Desgl. 8483 = 92« + 19 
„ 9197 = 962 _ 19 
. 8083 = 902 — 17 



[17 . 499]. 
[17.541]. 
[59.137]. 



VII. Die Zahl 2972191 in Faktoren zu zerlegen. 
Es ist 

V 2 972 191 = 17242 -f- 15. 

Die Formen der Divisoren von x^ -\- lb (S. 377) enthalten 
die Primzahlen 

61, 79, 83, 107, 109, 113, 137, 139, 151, 167, 173, 181, 197, 199, 

211, 227, 229, 233, . . . 

Die kleinste in die vorgelegte Zahl aufgehende dieser Primzahlen 
ist 229, und man erhalt 

2 972191 = 229.12979. 

Vm. Die Zahl 225 — i = 33 554431 in Faktoren zu zer- 
legen (Legendre, Theorie des Nombres I, p. 334). 

Bekanntlich ist 225 — 1 durch 2^ — 1 = 31 teilbar; die 
Division ergiebt den Quotienten 1082401, der nicht durch 31 
teilbar ist. Nun mufs jede andere in 225 — i aufgehende un- 
gerade Primzahl p von der Form 60 k -{- I sein. Da sie aber 
auch in 2(225 — l) = 226 — 2 aufgehen mufs, so gehort sie zu 
den Primzahlen, fur welche die Kongruenz ;r2 ^ 2 moglich, also 
2 quadratischer Rest ist. p befindet sich daher unter den Prim- 
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zahlen der beiden Formen 8 w ± 1. Vereinigt man nach §. 38 
die beiden Bedingungen, denen p unterliegt, so ergiebt sich, dafs 
die Zahl p unter den Primzahlen der beiden Formen 

200 A + 1, 200*+ 151 

zu suchen ist. Auiserdem kommen nur die Primzahlen in Be- 

tracht, welche kleiner als y 1082401 sind, d. i. unterhalb 1040 
liegen. Es sind das nur die vier Zahlen 151, 401, 601, 751. Die 
dritte derselben geht auf, and man erhalt auf diese Weise 

22-^ — 1 = 31 . 601 . 1801. 

IX. Es soil bewiesen werden , dafs a a;* ± ft keinen Divisor 
hat, der nicht auch ein Divisor von x^ -^ ab ware. 

Wenn a^c^ i 6 fiir den Wert x = ^ durch die Primzahl p 
teilbar ist, so geht p auch in a(a|* + 6) = (a|)* ± a6 aul 
x^ ^ ah ist also fiir den Wert a; = aj durch p teilbar. 



Z u s a t z e. 

Zu S. 17. Jedem ungeraden Divisor d = 2d-|-l einer 
Zahl N = dn entspricht eine Darstellung von jV als Summe auf- 
einander folgender Zahlen. Die Zahl N selbst wird dabei eben- 
falls als eine Zerlegung angesehen, und zwar entspricht sie dem 
Divisor d = 1. Es ist namlich 

JV = (w — 3).+ (w — «+ 1)H |-»*H l-(w + «). 

Die Anzahl der Zerlegungen ist also gleich der Anzahl der 
ungeraden Divisoren (Sylvester, Comptes rendus 96). 

Beispiele. 

I. N= 30. 



Ungerader Divisor 


• 

Entsprechende Zerlegung 


1 

3 

5 

15 


30 
9+10 + 11 

4+5+6+7+8 
6 + 7 + 8 + 9. 







Zasatze. 401 






U. N— 45. 


Ungerader 


ii 
Divisor i 

1: 


Entsprechende Zerlegung 


1 
3 
5 
9 
15 
45 


1 
1, 

1 


45 
14-1-15 + 16 

7 + 8 + 9+10+11 

1+2+3+4+5+6+7+8+9 

5 + 6 + 7 + 8 + 9+10 

22 + 23. 



Zu S. 49. Flir einige Werte von m sind die 9>(iw) Zahlen, 
die prim zu m uiid nicht grofser als m sind, samtlich Primzahlen, 
wofem auch 1 zu den Primzahlen gerechnet wird. Damit eine 
Zahl m diese Eigenschaft babe, mufs sie offenbar durch samt- 
liche Primzahlen teilbar sein, die < ^w sind. Von dieser Be- 

schaffenheit sind die Zahlen 

w = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 18, 24, 30. 

Dafs es iiber 30 hinaus keine solche Zahl mehr giebt, ist von 

E. Landau bewiesen [Archiv der Math. u. Phys. IIL Reihe, 6. 1 

(1901), S. 138], 

Zu S. 64. Man erhalt die Losung der S. 64 erwahnten und 

S. 147 behandelten Aufgabe unmittelbar durch den in der neben- 

stehenden Figur veranschaulichten^ von 
Diophant mehrmals, z. B. Ill, 22, ebenso 
V, 9 u. s. w. ausgesprochenen Satz: „Das 
Quadrat iiber der Hypotenuse eines recht- 
winkligen Dreiecks bleibt ein Quadrat so- 
wohl bei Addition, als auch bei Subtraktion 
des vierfachen Flacheninhalts des Drei- 
ecks." Sind namlich 

m2 -[- w2, m^ — w2^ 2 mn 

die Seiten des Dreiecks, so ist 

(m2 -|- w2)2 -|- 4ww(m2 — n^) = (m^ — w^ -[- 2mw)2, 
(m^ + w2)2 — 4mw(w2 — n^) = (iw^ — n^ — 2mw)2. 

Zu S. 140. Die von Euler bewiesene Unmoglichkeit einer 
rationalen Losung der Gleichung x^ -\- y^ = ^^ war schon 
den Arabern bekannt. Siehe die „Essenz der Rechenkunst von 



/ 


5 








_^\ 



Wertheim, Zahlenlehre. 



26 
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Mohammed Beba-eddin Alhossain^, arabisch und deutsch 
herausgegeben von G. H. F. Nesselmann (Berlin 1843), S. 56. 

Zu S. 220. Die unrichtige Benennung ^Pellsche Gleichung" 
riihrt von Euler her. Siehe meine Bemerkungen in den „Ab- 
handlungen zur Geschichte der Mathematik" IX, S. 562 und in 
der Bibliotheca mathematica 3. Folge I, S. 360; III, S. 113; 
ebenso Enestrom, ebenda III, S. 204« 

Zu 8. 258. Der in §. 84 bewiesene Satz von Epstein gilt 
auch, wenn der Modul m eine Potenz einer ungeraden Primzahl 
Oder das Doppelte einer solchen Potenz ist. Es lafst sich nam- 
lich wie im Falle eines Primzahlmoduls beweisen, dafs, wenn g 
eine primitive Wurzel von m und h prim zu (p{m) ist, auch g^ 
eine primitive Wurzel von m sein wird, dafs unter dieser Vor- 
aussetzung ferner, da dann q>{m) — k prim zu qp(m) ist, auch 
gtp(m) -Tc QiYie primitive Wurzel von g ist, und dafs endlich, da 

gicg(p(m)-k — - g(p(m) ^ I (mod. m) 

ist, sich die q)(p(m) primitiven Wurzeln von m in der Weise 
zu je zweien zusammenstellen lassen, dafs das Produkt der beiden 
Wurzeln jedes Paares fiir den Modul m den Rest 1 liefert. 
Da nun die fiir zwei primitive Wurzeln g^ g^^ fiir welche 

g.gi ^ 1 (mod. m) 

ist, genommenen kleinsten Indizes a, o^ einer jeden Zahl a der 

Bedingung 

a -|- «! = 9) (m) 

geniigen, so ist die Summe aller kleinsten Indizes von a 
Beispiel. Es sei m = 49. Die Zahl 4 hat fiir die 



primitive Wurzel . 
den Index 



3 


33 


5 


10 


12 


45 


17 


26 


24 


47 


38 


10 


32 


38 


4 


20 


22 


34 


8 


40 


2 


16 



40 
26. 



Ebenso gilt der Satz fiir den Modul 2*, wenn x > 3 ist 
Nimmt man fiir jede der 2'* — ^ Zahlen der Form 

8n -f 3 [resp. 8n + 5] 

als Basis den kleinsten Index einer der 2^ — ^ Zahlen der beiden 
Formen 

8w + 3, 8w + 1 [resp. 8w -f 5, 8n -f- 1], 



Znsatxe. 



403 



so ist die Samme der Indizes 2*"^. Eine Ausnahme macht 
natiirlich in alien Fallen die Zahl 1, welche im Falle eines Prim- 
zahlmodnls p den Index p — 1 , fiir die Moduln m =^ p^ nnd 
2p^ den Index 

q>{m) = (p-l)p^-^ 

und fiir den Modul 2' den Index 2'~^ hat, fur welche also die 
Snmme der Indizes stets doppelt so yiel wie fiir jede andere 
Zahl betragt. 

BeispieL Fiir den Modnl 2^ = 32 erhalt man leicht die 

Tabelle: 



Basis 


1 








Z a h I e n 










il 


1 


3 


9 


11 


17 


19 


25 


27 




1 

1 

•1 








Indizes 








3 


! 


8 


1 


2 


7 4 


5 


6 


3 


11 




8 


7 


6 


1 ' 4 


3 


2 


5 


19 


1 

i 

1 


8 


5 


2 


3 4 


1 


6 


7 


27 


1 
1 


8 


3 


6 


5 


4 


7 


2 


1. 
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Anhang 

enthaltend: 

1. Die Tabelle der Primzahlen nnter 10000 mit Angabe der kleinsten 
primitiyen Worzeln fnr alle unter 6200 and fur einige Z¥ri8chen 6200 
nnd 10000 liegende Primzahlen* 

2» Die Wnrzeln der Kongraenz ax = 1 (mod. p) for alle nnter 100 liegen- 
den Primzahlen p nnd a. 

3. Indizes-Tafeln fnr das Zahlengebiet von 1 bis 100. 

4. Die kleinste Losnng der Gleichnng x* — ay" = ± 1 fnr die nnter 
100 liegenden Werte von a. 

5. Die Formen der Divisoren von x* ± a fiir die Werte von « = 1 
bis a — 23. 

6. Eine graphische Darstellnng des Reziprozitatssatzes fnr alle Prim- 
zahlen unter 100. 
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Zusatze. 



Mohammed Beha-eddin Alhossain^, arabisch and deutsch 
herausgegeben von G. H. F. Nesselmann (Berlin 1843), S. 56. 

Zu S. 220. Die unrichtige Benennung ,,Pell8che Gleichung" 
riihrt von Euler her. Siehe meine Bemerkungen in den „Ab- 
handlungen zur Geschichte der Mathematik** IX, S. 562 und in 
der Bibliotheca mathematica 3. Folge I, S. 360; III, S. 113; 
ebenso Enestrom, ebenda III, S. 204. 

Zu 8. 258. Der in §. 84 bewiesene Satz von Epstein gilt 
auch, wenn der Modul m eine Potenz einer ungeraden Primzahl 
oder das Doppelte einer solchen Potenz ist. Es lafst sich nam- 
lich wie im Falle eines Primzahlmoduls beweisen, dafs, wenn g 
eine primitive Wurzel von m und k prim zu qp(m) ist, auch g^ 
eine primitive Wurzel von m sein wird, dafs unter dieser Vor- 
aussetzung ferner, da dann q)(m) — k prim zu qp(w) ist, auch 
g(p(m)-k eine primitive Wurzel von g ist, und dafs endlich, da 

glc ^gV(fn)-Tc = g(p(m) = J (moA. m) 

ist, sich die q)q)(m) primitiven Wurzeln von m in der Weise 
zu je zweien zusammenstellen lassen, dafs das Produkt der beiden 
Wurzeln jedes Paares flir den Modul m den Rest 1 liefert. 
Da nun die flir zwei primitive Wurzeln g^ g^^ fiir welche 

g.gi ^^ 1 (mod. m) 

ist, genommenen kleinsten Indizes a, o^ einer jeden Zahl a der 

Bedingung 

a -\- oc^ = q) (m) 

geniigen, so ist die Summe aller kleinsten Indizes von a 

-<p(m).(p(p{m). 
Beispiel. Es sei m = 49. Die Zahl 4 hat fiir die 



primitive Wurzel. 
den Index 



3 


33 


5 


10 


12 


45 


17 


26 


24 


47 


38 


10 


32 


38 


4 


20 


22 


34 


8 


40 


2 


16 



40 
26. 



Ebenso gilt der Satz fiir den Modul 2*^, wenn « > 3 ist. 
Nimmt man fiir jede der 2*^ — ^ Zahlen der Form 

8w -|- 3 [resp. 8^ + 5] 

als Basis den kleinsten Index einer der 2*^"^ Zahlen der beiden 

Formen 

8n + 3, 8w 4- 1 [resp. 8w + 5, 8w + 1], 



Zusatze. 
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so ist die Summe der Indizes 2* — ^ Eine Ausnahme macht 
natiirlich in alien Fallen die Zahl 1, welche im Falle eines Prim- 
zahlmoduls p den Index p — 1 , fur die Moduln w = |)^ und 
2j)^ den Index 

9(m) = (p — l)y-i 

und fur den Modul 2* den Index 2*-^ hat, fiir welche also die 
Summe der Indizes stets doppelt so viel wie fiir jede andere 
Zahl betragt. 

Beispiel. Fiir den Modul 2^ = 32 erhalt man leicht die 
Tabelle: 



Basis 








Z a h 1 e n 










1 


3 


9 


11 


17 


19 


26 


27 










Indizes 








3 


8 


1 


2 


7 


4 


5 


6 


3 


11 


8 


7 


6 


1 


4 


3 


2 


5 


19 


8 


5 


2 


3 


4 


1 


6 


7 


27 


8 


3 


6 


5 


4 


7 


2 


1. 
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Zusatze. 



Mohammed Beha-eddin Alhossain^, arabisch und deutsch 
herausgegeben von G. H. F. Nesselmann (Berlin 1843), S. 56. 

Zu S. 220. Die unrichtige Benennung ^Pellsche Gleichung" 
riihrt von Euler her. Siehe meine Bemerkungen in den ,,Ab- 
handlungen zur Geschichte der Mathematik** IX, S. 562 und in 
der Bibliotheca mathematica 3. Folge I, S. 360; III, S. 113; 
ebenso Enestrom, ebenda III, S. 204. 

Zu 8. 268. Der in §. 84 bewiesene Satz von Epstein gilt 
auch, wenn der Modul m eine Potenz einer ungeraden Primzahl 
Oder das Doppelte einer solchen Potenz ist. Es lafst sich nam- 
lich wie im Falle eines Primzahlmodiils beweisen, dafs, wenn g 
eine primitive Wurzel von m und k prim zu (p(m) ist, auch g^ 
eine primitive Wurzel von m sein wird, dafs unter dieser Vor- 
aussetzung ferner, da dann q){m) — k prim zu qp(m) ist, auch 
g(p(m)—Tc Qi^Q primitive Wurzel von g ist, und dafs endlich, eta 

ist, sich die q)(p(m) primitiven Wurzeln von m in der Weise 
zu je zweien zusammenstellen lassen, dafs das Produkt der beiden 
Wurzeln jedes Paares fiir den Modul m den Rest 1 liefert. 
Da nun die fur zwei primitive Wurzeln g^ gi^ fiir welche 

g.gi ^ 1 (mod. m) 

ist, genommenen kleinsten Indizes a, o^ einer jeden Zahl a der 

Bedingung 

a -|- «! = 9 (w) 

geniigen, so ist die Summe aller kleinsten Indizes von a 
Beispiel. Es sei m = 49. Die Zahl 4 hat fur die 



primitive Wurzel. 
den Index 



3 


33 


5 


10 


12 


45 


17 


26 


24 


47 


38 


10 


32 


38 


4 


20 


22 


34 


8 


40 


2 


16 



40 
26. 



Ebenso gilt der Satz fiir den Modul 2*, wenn x > 3 ist 
Nimmt man fiir jede der 2^*"^ Zahlen der Form 

8w + 3 [resp. 8w + 5] 

als Basis den kleinsten Index einer der 2^~^ Zahlen der beiden 

Formen 

8n + 3, 8n + 1 [resp. 8w -f 5, 8w -f 1], 



Zusatze. 
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80 ist die Summe der Indizes 2* — ^. Eine Ausnahme macht 
natiirlich in alien Fallen die Zahl 1, welche im Falle eines Prim- 
zahlmoduls p den Index p — 1 , fur die Moduln m = p^ und 
2p^ den Index 

q>{m) = (p — \)p^~-^ 

und fiir den Modul 2* den Index 2*-^ hat, fiir welche also die 
Summe der Indizes stets doppelt so viel wie fiir jede andere 
Zahl betragt. 

Beispiel. Fiir den Modul 2^ = 32 erhalt man leicbt die 
Tabelle: 



Basis 








Z a h 1 e n 










1 


3 


9 


11 


17 


19 


25 


27 










Indizes 








3 


8 


1 


2 


7 


4 


5 


6 


3 


11 


8 


7 


6 


1 


4 


3 


2 


5 


19 


8 


5 


2 


3 


4 


1 


6 


7 


27 


8 


3 


6 


5 


4 


7 


2 


1. 
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Zusatze. 



Mohammed Beha-eddin Alhossain^, arabisch und deutsch 
herauBgegeben voii G. H. F. Nesselmann (Berlin 1843), S. 56. 

Za S. 220. Die unrichtige Benennung ^Pellsche Gleichung^ 
riihrt von Euler her. Siehe meine Bemerkungen in den „Ab. 
handlungen zur Geschichte der Mathematik** IX, S. 562 und in 
der Bibliotheca mathematica 3. Folge I, S. 360; III, S. 113; 
ebenso Enestrom, ebenda III, S. 204. 

Zu 8. 258. Der in §. 84 bewiesene Satz von Epstein gilt 
auch, wenn der Modul m eine Potenz einer ungeraden Primzahl 
oder das Doppelte einer solchen Potenz ist. Es lafst sich nam- 
lich wie im Falle eines Primzahlmoduls beweisen, dafs, wenn g 
eine primitive Wurzel von tn und Jc prim zu qp(w) ist, auch g^ 
eine primitive Wurzel von m sein wird, dafs unter dieser Vor- 
aussetzung ferner, da dann g)(m) — h prim zu (p{m) ist, auch 
g(p(m)—ic q{^q primitive Wurzel von g ist, und dafs endlich, da 

ghg(pim)-Tc -_ gVim) = 1 (mod. m) 

ist, sich die q>q)(m) primitiven Wurzeln von m in der Weise 
zu je zweien zusammenstellen lassen, dafs das Produkt der beiden 
Wurzeln jedes Paates fiir den Modul m den Rest 1 liefert. 
Da nun die fur zwei primitive Wurzeln ^r, ^j, fiir welche 

g.g^ ^ 1 (mod. m) 

ist, genommenen kleinsten Indizes a, oc^ einer jeden Zahl a der 

Bedingung 

a -\- a^ = cp (m) 

geniigen, so ist die Summe aller kleinsten Indizes von a 

^(p{m).(p(p{m). 
Beispiel. Es sei m = 49. Die Zahl 4 hat fiir die 



primitive Wurzel. 
den Index 



3 


33 


5 


10 


12 


45 


17 


26 


24 


47 


38 


10 


32 


38 


4 


20 


22 


34 


8 


40 


2 


16 



40 
26. 



Ebenso gilt der Satz fiir den Modul 2*, wenn x > 3 ist. 
Nimmt man fiir jede der 2'^ — ^ Zahlen der Form 

8w -|- 3 [resp. 8w + 5] 

als Basis den kleinsten Index einer der 2*^"^ Zahlen der beiden 

Formen 

8n + 3, 8w + 1 [resp. 8w + 5, 8w + 1], 



Zusatze. 
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80 ist die Summe der Indizes 2* — ^. Eine Ausnahme macht 
natiirlich in alien Fallen die Zahl 1, welche im Falle eines Prim- 
zablmoduls p den Index p — 1 , fur die Moduln m = p^ und 
2p^ den Index 

(p{m) = (p — l)p^'^^ 

und fiir den Modul 2* den Index 2*-^ ji^t, fiir welche also die 
Summe der Indizes stets doppelt so viel wie fiir jede andere 
Zahl betragt. 

Beispiel. Fiir den Modul 2^ = 32 erhalt man leicbt die 
Tabelle: 



Basis 








Z a h 1 e n 


• 


 






1 


3 


9 


11 


17 


19 


25 


27 










Indizes 








3 


8 


1 


2 


7 


4 


5 


6 


3 


11 


8 


7 


6 


1 


4 


3 


2 


5 


19 


8 


5 


2 


3 


4 


1 


6 


7 


27 


8 


3 


6 


5 


4 


7 


2 


1. 
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Zusatze. 



Mohammed Beha-eddin Alhossain'^, arabisch und deutsch 
herausgegeben voii G. H. F. Nesselmann (Berlin 1843), S. 56. 

Zu S. 220. Die unrichtige Benennung ,,Pellsche Gleichung** 
riihrt von Euler her. Siehe meine Bemerkungen in den „A.b- 
handlungen zur Geschichte der Mathematik" IX, S. 562 und in 
der Bibliotheca mathematica 3. Folge I, S. 360; III, S. 113; 
ebenso Enestrom, ebenda III, S. 204. 

Zu 8. 258. Der in §. 84 bewiesene Satz von Epstein gilt 
auch, wenn der Modul w eine Potenz einer ungeraden Primzahl 
Oder das Doppelte einer solchen Potenz ist. Es lafst sich nam- 
lich wie im Falle eines Primzahlmoduls beweisen, dafs, wenn g 
eine primitive Wurzel von m und h prim zu qp(m) ist, auch g^ 
eine primitive Wurzel von m sein wird, dafs unter dieser Vor- 
aussetzung ferner, da dann (p(m) — k prim zu g>(m) ist, auch 
g(p(m)-k Qij^Q primitive Wurzel von g ist, und dafs endlich, da 

glcg<p(m)-k __ g(pim) ^ I (mod. m) 

ist, sich die (p(p(m) primitiven Wurzeln von m in der Weise 
zu je zweien zusammenstellen lassen, dafs das Produkt der beiden 
Wurzeln jedes Paates fiir den Modul m den Rest 1 liefert. 
Da nun die fiir zwei primitive Wurzeln gr, grj, fiir welche 

g»gi ^ 1 (mod. m) 

ist, genommenen kleinsten Indizes a, cc^ einer jeden Zahl a der 

Bedingung 

a -{- a^ = cp (m) 

geniigen, so ist die Summe aller kleinsten Indizes von a 

^q)(m).(p(p(m), 
Beispiel. Es sei m = 49« Die Zahl 4 hat fiir die 



primitive Wurzel. 
den Index 



3 


33 


5 


10 


12 


45 


17 


26 


24 


47 


38 


10 


32 


38 


4 


20 


22 


34 


8 


40 


2 


16 



40 
26. 



Ebenso gilt der Satz fiir den Modul 2*, wenn x > 3 ist. 
Nimmt man fiir jede der 2^* — ^ Zahlen der Form 

8w -f- 3 [resp. 8w + 5] 

als Basis den kleinsten Index einer der 2^ — ^ Zahlen der beiden 

Formen 

8w + 3, 8w + 1 [resp. Sn -[- 5, 8n -f- 1], 



Zusatze. 
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80 ist die Summe der Indizes 2* — \ Eine Ausnahme macht 
natiirlich in alien Fallen die Zahl 1, welche im Falle eines Prim- 
zahlmoduls p den Index p — 1 , fiir die Moduln m = p^ und 
2p^ den Index 

g)(w) = (p — l)p^—^ 

und fur den Modul 2* den Index 2*-^ hat, fiir welche also die 
Summe der Indizes stets doppelt so viel wie fiir jede andere 
Zahl betragt. 

Beispiel. Fiir den Modal 2^ = 32 erhalt man leicbt die 
Tabelle: 



Basis 








Z a h 1 e n 




• 






1 


3 


9 


11 


17 


19 


26 


27 










Indizes 








3 


8 


1 


2 


7 


4 


5 


6 


3 


11 


8 


7 


6 


1 


4 


3 


2 


5 


19 


8 


5 


2 


3 


4 


1 


6 


7 


27 


8 


3 


6 


5 


4 


7 


2 


1. 



26* 
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Zusatze. 



Mohammed Beha-eddin Alhossain'^, arabisch und deutsch 
herauBgegeben von G. H. F. Nesselmann (Berlin 1843), S. 56. 

Zu S. 220. Die unrichtige Benennung ^Pellsche Gleichung" 
riihrt von Euler her. Siehe meine Bemerkungen in den „Ab- 
handlungen zur Geschichte der Mathematik" IX, S. 562 und in 
der Bibliotheca mathematica 3. Folge I, S. 360; III, S. 113; 
ebenso Enestrom, ebenda III, S. 204. 

Zu 8. 258. Der in §. 84 bewiesene Satz von Epstein gilt 
auch, wenn der Modul m eine Potenz einer ungeraden Primzahl 
Oder das Doppelte einer solchen Potenz ist. Es lafst sich nam- 
lich wie im Falle eines Primzahlmoduls beweisen, dafs, wenn g 
eine primitive Wurzel von m und h prim zu (p{m) ist, auch g^ 
eine primitive Wurzel von m sein wird, dafs unter dieser Vor- 
aussetzung ferner, da dann (p(m) — k prim zu (p{m) ist, auch 
g(p(m) -Tc Qi^Q primitive Wurzel von g ist, und dafs endlich, da 



g^.gV 



(w)-fc -_ 



g(p(m) ^ 1 (mod. m) 



ist, sich die (p(p(m) primitiven Wurzeln von m in der Weise 
zu je zweien zusammenstellen lassen, dafs das Produkt der beiden 
Wurzeln jedes Paates ftir den Modul m den Rest 1 liefert. 
Da nun die ftir zwei primitive Wurzeln g^ gfj, fiir welche 

g.g-^^l (mod. m) 

ist, genommenen kleinsten Indizes a, tx^ einer jeden Zahl a der 

Bedingung 

a -\- a^ = tp (m) 

geniigen, so ist die Summe aller kleinsten Indizes von a 

^ (p{m).q>(p{m), 
Beispiel. Es sei m = 49. Die Zahl 4 hat ftir die 



primitive Wurzel. 
den Index 



3 


33 


5 


10 


12 


45 


17 


26 


24 


47 


38 


10 


32 


38 


4 


20 


22 


34 


8 


40 


2 


16 



40 
26. 



Ebenso gilt der Satz fiir den Modul 2'^, wenn x > 3 ist 
Nimmt man fiir jede der 2^ — ^ Zahlen der Form 

8w -f- 3 [resp. Sn + 5] 

als Basis den kleinsten Index einer der 2^"^ Zahlen der beiden 

Formen 

8n + 3, 8w -f 1 [resp. Sn + 5, 8w -f- 1], 



Zusatze. 
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80 ist die Summe der Indizes 2* — ^. Eine Ausnahme macht 
natiirlich in alien Fallen die Zahl 1, welche im Falle eines Prim- 
zahlmoduls p den Index p — 1 , fur die Moduln m = p^ und 
2p^ den Index 

g)(m) = (p — l)p^—^ 

und fiir den Modul 2* den Index 2*-^ hat, fiir welche also die 
Summe der Indizes stets doppelt so viel wie fur jede andere 
Zahl betragt. 

Beispiel. Fiir den Modul 2^ = 32 erhalt man leicht die 
Tabelle: 



Basis 








Z a h 1 e n 










1 


3 


9 


11 


17 


19 


25 


27 










Indizes 








3 


8 


1 


2 


7 


4 


5 


6 


3 


11 


8 


7 


6 


1 


4 


3 


2 


5 


19 


8 


5 


2 


3 


4 


1 


6 


7 


27 


8 


3 


6 


5 


4 


7 


2 


1. 
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Indizea-Tafeln. 



tf 
T3 


CO 

2 
















Za 


ihl 


en 














o 




34 


35 


36 


37 


38 


39 


40 


41 


42 


43 


44 


45 


46 


47 


48 


49 50 




















In 


dizes 














37 


2 


8 


19 


18 




























38 


3 




10 


— 


9 


























41 


6 


19 


21 


2 


32 


35 


6 


20 




















43 


3 


23 


18 


14 


7 


4 


33 


22 


6 


21 
















46 


5 


— 


20 




21 


— 


8 


— 


12 


— 


5 


— 


11 










47 


5 


34 


33 


30 


42 


17 


31 


9 


15 


24 


13 


43 


41 


23 




» 




49 


3 


9 


— 


12 


32 


19 


34 


23 


15 


— 


6 


8 


31 


22 


. 5 


21 




50 


3 








7 


— 


18 




12 


— 


5 


— 






11 


— 


10 


53 


2 


11 


9 


36 


30 


38 


41 


50 


45 


32 


22 


8 


29 


40 


44 


21 


28 43 


54 


5 




15 




12 


— 


— 


— 


7 


— 


8 


— 




— 


5 




10 — 


58 


3 


_- 


18 


— -_ 


23 


^_ 


27 


^_ 


7 




25 




12 


._ 


19 


— 


16 — 


59 


2 


41 


24 


44 


55 


39 


37 


9 


14 


11 


33 


27 


48 


16 


23 


54 


36 13 


61 


2 


48 


11 


14 


39 


27 


46 


25 


54 


56 


43 


17 


34 


58 


20 


10 


38 45 


62 


3 


— — 


18 


— 


25 


— 


12 


— 


14 


— 


19 


— 


22 


— 


6 




26 — 


64 


3 


— 


9 




— 




— 


— 


10 


— 


15 


— 




— 


— 




12 — 


67 


2 


65 


38 


14 


22 


11 


58 


18 


53 


63 


9 


61 


27 


29 


50 


43 


46 31 


71 


7 


55 


29 


64 


20 


22 


65 


46 


25 


33 


48 


43 


10 


21 


9 


50 


2 62 


73 


5 


29 


34 


28 


64 


70 


65 


25 


4 


47 


51 


71 


13 


54 


31 


38 


66 10 


74 


5 


— 


29 






— 


11 




22 




9 




33 


— 


12 


— — 


20 — 


79 


3 


25 


37 


10 


19 


36 


35 


74 


75 


58 


49 


76 


64 


30 


59 


17 
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Die Fermatsche (ileichung. 



IV. Die kleinste Losung der Gleichung x^ — ay^ = + 1 
fiir die unter 100 liegenden Werte von a. 

fWenn die Zahl a mit dem' Zeichen * versehen ist, bo gelten die entsprechen- 
den Werte x = ^, y =^ rj fiir die Gleichung x^ — ay^ = — 1. 
Es ist dann x = 2^^ -\- l,i/ = 2|>/ die kleinste Losung der 
Gleichung x^ — ayS = + 1.] (§. 68.) 



a 


X 


y 


a 


X 


y 


a 


X 


1 1 1 

1 

y ; 


2* 


1 


1 


38 


37 


6 


71 


3480 


413 


3 


2 


1 


39 


25 
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V. Die Formen der Divisoren von x* ^ a 
fiir die Werte von a ~ 1 bis a = 23. (§. 121 imd 122.) 



a;a + 


1 


4 A; + 


1. 


x^ + 


2 


8 k + 


1, 3. 
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2 
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! ^2 


3 


12 k + 


1, 11. 
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5 
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6 
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6 
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1 
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7 
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11 
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1 


13 
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13 


52 A; + 
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14 
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14 
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15 
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15 
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17 
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1 


19 
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19 
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] 'a;2 — 


21 
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1 


22 
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22 
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1. 3, 7, 9, 13, 21, 25. 27. 29, 39. 49, 59, 61, 63, 
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23 
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67. 73, 77. 79, 81, 83, 85, 91. 
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422 Orftphitohe Daratellnug dei 



iziprozitatsBatzei etc. 



(Nach A. Matrot) 



Zeiobenerklarung: 

Die Felder mit den Prim^ahlen p, q der Form 4 n 4- 3 emd achraffiert, A 

mit den Primzahlen der Form 4 M -|" 1 nieht. 
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ifit 


Weaigstens eioe der Primzahlen p, q 
hat die Form i n + 1. 


Rest TOn 

D 


P 


Hichtrest 

TOO p 

 


Beide PrimEahlen p, q haben die 
Fono 4 n + 3. 
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NAMEN- UND SACHREGISTER. 



A. 

Alkarchi, Abu Bekr Muhammed ibn 
Alhusain (gest. gegen 1029 n. Chr.) 
72, 324. 
Anzahl der Primzahlen 8. 

— ' unterhalb einer gegebenen 

Zabl 58. 
— der Zahlen eines Gebiets, welche 
durch gegebene Primzahlen nicbt 
teilbar sind 54. 

B. 

B a c h e t , Claude Gaspar B. de Meziriac 

(1587—1638) 90, 93, 393. 
Bac he t sober Satz 393. 
Bachmann, Paul Gustav Heinrich 

(geb. 1837) 27. 
Bakhshali, das Eechenbuch von 148. 
Baumgart, Oswald 361. 
Befreundete Zahlen 32. 
Beha-eddin siehe unter Muhammed. 
Bernoulli, Johann (1667—1748) 302. 
Bhaskara, Acarya (geb. 1114 n. Chr.) 

85, 108, 135, 158, 220, 221. 
Biernatzki, E. L. 103. 
Binet, Jacques Philippe Marie (1786 — 

1856) 125. 
Blater, Joseph (geb. 1839) 271. 
Bombelli, Kafaele (seine „ Algebra^ 

erschien 1572) 164. 
Berk, Heinrich 309. 
Bouvelles, Charles de (1470—1563) 

30. 
Brahmegupta (geb. 598 n. Chr.) 220. 
Braun, Johann Mathias Julius (geb. 

1864) 59. 



Brouncker, Lord William (1620— 

1684) 165, 219. 
Briiche, rationale, Verwandlung in 

Dezimalbruche 303. 

in Kettenbriiche 169. 

Bnngns, Petrus (etwa 1550—1601) 7. 

Burckhardt, Jean Charles (1773 — 
1825) 13. 

c. 

Canon arithmeticus von E. G. J. 

Jacobi 245. 
Cantor, Moritz (geb. 1829) 32, 140, 

197. 
Cardano, Hieronimo (1501—1576) 147. 
Cataldi, Pietro Antonio (etwa 1543— 

1626) 30, 164. 
Cauchy, Augustin Louis (1789—1857) 

361. 
Chinesen 103. 
Chuquet, Nicolas (Le Triparty en la 

science des nombres verfalst 1484) 

324. 
Colebrooke, Henry Thomas (1756 — 

1837) 86. 
Congruens und Congruum bei 

Leonardo Pisano, Pacinolo und 

Ghaligai 64. 
Congruente Zahlen und Congruenzen 

siehe unter Eongruente Zahlen und 

Eongruenzen. 
Cyklische Methode der Inder 220. 

D. 

Darstellung der Zahlen als Diffe- 
renz zweier Quadrate 17. 
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Namen- und Sachregister. 



Darstellung der Zahlen alsSumme 
aufeinander folgender Zahlen 16, 400. 

als Summe von Quadraten 

189, 349, 393. 

Dase, Johann Martin Zacharias (1824— 

1861) 13. 
Dezimalbruche, Verwandlung ge- 

meiner Briiche in 303. 
Diophant von Alexandria (um 275 

n. Chr.) 93, 140, 141, 142, 143, 144, 

146, 148, 393, 401. 
Dirichlet, Peter Gustav Lejeune 

(1806—1859) 10, 123, 140, 225. 
Divisor en einer Zahl 7, 23. 

Form 346. 

— von o«» ± 1 297. 

x^-^a 367. 

Divisor, grolster gemeinschaftlicher, 

von Zahlen 32. 
Dyadisches Zahlensystem 3. 

E. 

Eigentliche Divisoren einer Zahl 7. 

Eisenstein, Ferdinand Gotthold Max 
(1823-1852) 361. 

Enestrom, Gustaf (geb. 1852) 402. 

Epstein, Paul (geb. 1871) 258, 402. 

Eriitosthenes (um 240 v. Chr.) 11. 

Euklid (um 300 v. Chr.) 7, 8, 20, 27, 
. 28, 33, 34, 39. 

Euler, Leonhard (1707—1783) 9, 14, 
27, 32, 42, 93, 113, 120, 124, 140, 
141, 145, 146, 149, 150, 161, 195, 
196, 219, 232, 238, 243, 257, 269, 302, 
322, 332, 334, 347, 361, 393, 394, 402. 

Exponent, zu dem eine Zahl fur 
einen Modul gehort 228, 268. 

Exponent und Indizes einer Zahl 
253. 

— Produkt der zu demselben Expo- 
nenten gehorenden Zahlen 238. 

— Summe dieser Zahlen 259. 
Exponentialkongruenz 250. 



F. 



Faktoren, Zerlegung in 19, 297, 367. 
Fermat, Pierre de (1601— 1665) 11, 14, 

19, 26, 31, 124, 140, 150, 219, 220, 

265, 300, 302, 361, 393. 



Fermatsche Aufgabe 219. 
Fermatscher Satz 119, 232. 

, Verallgemeinerung desselben 

269, 335. 
For men der Primzahlen 7. 
— der Zahlen 6. 
Frenicle, Bernard Fr.de Bessy (etwa 

1602— .1675) 32, 124, 138. 
Funktion ^p, die 42, 401. 

G. 

Gauls, Karl Friedrich (1777 — 1855) 
20, 47, 59, 79, 96, 99, 116, 123, 303, 
335, 343, 355, 361, 362, 367, 378, 393. 

Ghaligai, Francesco (Die Summa de 
arithmetica erschien 1521) 64. 

Girard, Albert (gest. 1632) 38. 

Glaisher, James Whitbread Lee 
(geb. 1848) 13. 

Gleichungen, unbestimmte , ersten 

Grades 90. 
zweiten Grades 134 ff. 

Goldbach, Christian (1690— 1764) 10. 

Gram, Jorgen Pedersen (geb. 1850) 13. 

Grohmann, Eduard 77. 

H. 

Hankel, Hermann (1839—1873) 220. 
Heis, Eduard (1806—1877) 154, 155. 
Heron von Alexandria (um 110 

V. Chr.) 140. 
Heronische Zahlen 140, 222. 
Hill, George William (geb 1838) 75. 
Hirsch, Meier (1765-1851) 153, 157. 
Hoche, Richard 103. 
Hochheim, Karl Adolf (geb. 1840) 

72, 324. 

I. 

Ibn Esra, Abraham (1092 — 1167) 324. 

Inder 71, 93. 

Indizes fiir Primzahlen 243. 

— fiir Potenzen ungerader Prim- 
zahlen tmd das doppelte solcher 
Potenzen 287. 

— fiir Potenzen von 2 292. 

— einer Zahl fiir verschiedene Basen 
251. 



Namen- und Saehregister. 
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Indizes, Summe der kleinsten Indizes 
einer Zahl- 268, 402. 

— und Exponent 253. 
Irrationale Grolsen, Verwandlung 

in Kettenbruche 198, 202, 208. 

J. 

J a ob i , Karl Gustav Jacob (1804 — 
1851) 245, 361. 

Kelsler, Friedricli Christian Ludwig 

(1824—1896) 309. 
Kettenbruche, Definition der 165. 

— Erfindung der 164. 

— periodische 200. 

— symmetrische 187. 

— Umkehrung der 185. 

— Verwandlung irrationaler Grorsen 
in 198, 202, 208. 

von Quadratwurzeln in 213. 

Konen, Heinrich (geb. 1874) 220. 
Kongruente Zahlen 64. 
Kongruenzen 67. 
— , AufloBung durch Probieren 83. 
— , Umformung der 81. 
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